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DES 



EFFORTS TRANCHANTS ET DES MOMENTS DE FLEXION 



INTRODUCTION 



Depuis la mise en vigueur du règlement du 29 août 1891 
sur les Ponts métalliques, lequel a substitué des trains et 
des convois-types aux surcharges uniformément réparties 
dont l'usage était général en France jusqu'à cette époque, 
il a été fait beaucoup de tentatives en vue de simplifier le 
calcul des poutres à une travée et reposant librement sur 
leurs appuis. Mais le degré de perfection des méthodes 
modernes n'a pas affranchi l'ingénieur de l'obligation de 
faire, dans chaque cas particulier, des calculs numériques ou 
des épures. 

Les abaques que nous avons tracés, et que nous produi- 
sons aujourd'hui, suppriment complètement ce travail maté- 
riel. Ils fournissent à vue, par de simples lectures, les 
valeurs des plus grands efforts tranchants et des plus 
grands moments de flexion, dans toutes les sections de 
toutes les poutres jusqu'à 80 mètres de portée. On y lit 
aussi la composition des convois et les positions qu'ils 
occupent dans la travée, lorsque les efforts atteignent dans 
chaque section leur maximum. 

L'usage de ces abaques est identique à celui des cartes 

Duplaix. — Abaques. i 



i INTRODUCTION 

géographiques figurant le relief des terrains par des lignes 
de niveau ; il est donc à la portée du premier calculateur 
venu. 

La première partie de cet opuscule comprend la théorie 
des abaques, l'exposé des propriétés géométriques et méca- 
niques qui ont permis d'en rendre le tracé abordable. Les 
indications de cette théorie permettraient d'étudier complè- 
tement un système quelconque de charges mobiles. 

La deuxième partie est consacrée aux applications de la 
théorie aux surcharges réglementaires pour les ponts métal- 
liques, à la description et à l'usage des abaques y relatifs. 
Cette seconde partie est traitée avec assez de détails pour 
pouvoir être lue et comprise, au besoin, sans le secours de 
la théorie qui fait l'objet de la première partie. 

L'expérience que nous possédons personnellement de 
l'étude des ponts métalliques nous fait regarder comme bien 
suflisante, dans la pratique, l'approximation avec laquelle 
nos abaques fournissent les résultats nécessaires au calcul 
des tabliers. Toutefois, afin d'épuiser complètement lfl ques- 
tion, nous avons dressé des tableaux numériques qui, con- 
curremment avec certaines indications générales des aba- 
ques, permettent d'écrire immédiatement, et sans aucun 
tâtonnement, les valeurs des coefficients entrant dans les 
expressions de l'effort tranchant ou du moment de flexion. 
Mais, même dans le cas où toute la rigueur du calcul parai- 
trait nécessaire, les abaques ne seront pas inutiles, puis- 
qu'ils pourront servir de vérification (1). 



(i) Les abaques relatifs au train-type pour voies ferrées de largeur nor- 
male, ont été déjà publiés dans le Bulletin de la Société des Ingénieurs 
civils de France (février 1896). La théorie qui les accompagnait leur était un 
peu spéciale; nous avons dû la généraliser en vue de son application à tout 
système de surcharges mobiles. 
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CHAPITRE PREMIER 

PRINCIPE DE LA MÉTHODE 

4. — Lorsqu'une poutre droite telle que AB (fig. 1), reposant 
librement à ses deux extrémités sur deux appuis de niveau, donne 
passage a un système de charges mobiles P r .. 1\... P q , on sait 
([lie, pour obtenir l'effort tranchant maximum ou le moment de 
flexion maximum dans une section déterminée, il faut placer 
Tune des charges du convoi à l'aplomb de la section considérée ; 
dans cette position, la poutre porte la totalité des charges du 
convoi ou seulemsnt une partie de ces charges. 

O 1 O O,! Q £ O Û (jf O Q c?i n c? 
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Fig. i. 

Par exemple, pour fixer les idées, le moment de flexion dans 
une section C sera maximum quand la charge P k se trouvera au 
droit de cette section ; les charges engagées sur la poutre sont 
alors P t ... P k ... P n , et elles constituent le convoi partiel corres- 
pondant au moment maximum en C. La charge P k de ce convoi 
partiel sera dite charge principale pour la section C. 

Or il peut arriver (et il arrive en général) que Ton ait à consi- 
dérer le même convoi partiel IV-. P k ... P n et la même charge 



4 ABAQUES 

principale P k : 1° pour des sections voisines de la section C et 
appartenant à la même poutre ÀB; — 2° pour plusieurs sections 
d'une série de poutres ayant des portées différentes de celle de 
la poutre AB. Dans ces conditions, le moment de flexion ne 
dépend que de la portée de la poutre et de la position de la sec- 
tion. 

Les considérations précédentes s'appliquent aussi bien à l'effort 
tranchant qu'au moment de flexion ; seulement le convoi partiel 
et la charge principale peuvent différer. 

Soient : l la portée de la poutre, 

x la distance de la section a l'appui de gauche, 
z l'effort tranchant ou le moment de flexion ; 
on aura entre ces trois quantités une relation telle que 

(i) /■(/,*, z) = o. 

et dont les coefficients sont déterminés par le convoi partiel Pi... 
P k ... P n et par la charge principale P k . Ces coefficients demeurent 
invariables tant que le convoi partiel n'est pas modifié et que la 
même charge de ce convoi reste charge principale. 

2. — Prenons trois axes rectangulaires ox, ol et oz (fig. 2). Il 
est bien évident qu'à une section donnée d'une poutre donnée 
correspond un point du plan j:o/ et un seul ; c'est le point qui a 
pour abscisse la distance x t de cette section a l'appui de gauche 
de la poutre, et pour ordonnée la portée l t de la poutre. Réci- 
proquement, à un point du même plan correspond une section 
bien définie d'une poutre de portée déterminée. 

Imaginons maintenant que l'on construise le lieu des points 
dont les coordonnées satisfont à l'équation (1), on obtiendra une 
surface que l'on peut appeler surface représentative des efforts 
tranchants ou des moments de flexion, suivant que z désigne 
Tune ou l'autre de ces quantités. Une surface est complètement 
définie par les circonstances dans lesquelles a lieu le maximum 
de -, c'est-à-dire par la composition du convoi partiel et par la 
charge principale ; cette surface pourra être caractérisée par les 
trois indices i-k-n> si l'on convient que le convoi partiel com- 
prend les charges P,... P B , et que la charge principale est P k . 
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Deux surfaces représentatives distinctes diffèrent au moins par 
la valeur de l'un de leurs indices caractéristiques. 

Si Ton considère toutes les variations possibles des indices i,k,n, 
on aura toutes les combinaisons de charges qui peuvent se pré- 
senter, et autant de surfaces représentatives des efforts tranchants 
ou fléchissants. Ces surfaces se recoupent mutuellement, et l'en- 
veloppe comprend des portions de toutes les surfaces ou d'un 
certain nombre d'entre elles seulement. 

Représentons la projection, sur le plan .roZ, de la portion 
utile d'une surface particulière ; nous obtenons ainsi un noyau 
tel que ABCDEF. Pour tous les points situés à l'intérieur de ce 
noyau, et par conséquent pour toutes les sections représentées 
par ces points, le maximum de z a lieu avec la même combinai- 
son de charges. De plus, cette combinaison peut toujours être 




Fig. 2. 



réalisée, car si elle ne l'était pas pour certains points du noyau 
ce serait à une autre combinaison de charges que correspondrait 
en ces points le maximum de z ; or, on a fait l'hypothèse que 
toutes les combinaisons possibles avaient été envisagées. 
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On retrouvera immédiatement la composition du convoi par- 
tiel et la charge principale, si Ton prend soin d'inscrire dans 
chaque noyau les valeurs des indices i, /•, n qui lui sont spé- 
ciales. 

3. — Considérons la surface représentative des efforts, dont 
la portion utile est projetée suivant le noyau ABCDEF (fig. 2), 
et coupons cette surlace par des plans horizontaux P,, P a , etc., 
pour lesquels z=z iy z=:z v etc. Projetons ensuite les intersec- 
tions sur le plan .r o l ; les lignes obtenues, que Ton numérotera 
z r z t , etc., seront les lignes de niveau de la surface, laquelle se 
trouvera ainsi complètement définie. 

Les lignes de niveau étant tracées, supposons que Ton veuille 
déterminer la valeur de l'effort tranchant ou du moment de 
flexion maximum, dans une section située a une distance .r, de 
l'appui de gauche d'une poutre dont la portée est l r On cher- 
chera d'abord, sur le plan .roi, le point m i dont les coordonnées 
sont x, et l r Si ce point tombe sur une ligne de niveau, la 
quantité cherchée (effort tranchant ou moment) aura la valeur' 
indiquée par la cote z t de cette ligne. 

Si la section considérée de la poutre conduisait a un point ///' 
compris entre deux lignes de niveau z { et z v on obtiendrait la 
valeur z f de la quantité cherchée : 

1° Approximativement, et par simple aperçu, en ayant égard 
à la position du point m' par rapport aux lignes z t et z 2 ; 

2° Aussi exactement que possible, en interpolant à l'aide de la 
loi de variation des lignes de niveau. 

Ou a vu que les numéros «, k y n du noyau, dans lequel tombe 
le point, permettent de déterminer la composition du convoi 
partiel et la charge principale. On peut donc obtenir, en défini- 
tive, en même temps que la valeur maximum de l'effort tranchant 
ou du moment de flexion, les circonstances qui accompagnent la 
production de ce maximum. 

4. — En coupant la surface représentative des efforts par un 
plan P 4 , dont l'attitude est -,, on obtient une ligne de niveau dont 
l'équation se déduit de l'équation (1) en y faisant z— z r d'où : 

(2) /•{/,*, -,;■=(>. 
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Si cette équation est du premier degré en x et /, la ligne de 
niveau particulièrement considérée sera une ligne droite. 

Si l'équation (1) est elle-même du premier degré en x et /, 
toutes les lignes de niveau seront des droites, et leur tracé sera 
abordable et pratique. Nous verrons qu'il en est ainsi pour les 
surfaces représentatives des efforts tranchants; au contraire, les 
surfaces représentatives des moments de flexion ne jouissent pas 
de cette propriété. 

5. — Dans le cas où l'équation (1) n'est pas linéaire en x et /, 
il va tout intérêt à transformer cette équation de façon à obtenir 




Fig. i. 



des lignes de niveau rectilignes. Voici le procédé que nous 
employons. 

Nous prenons une variable auxiliaire t liée aux deux variables 
x et l par une équation telle que 



(3) 



? (/,.r,/)=0, 



et nous éliminons / entre les équations (1) et (3). Nous obtenons 
ainsi une équation 






!<>,/, :)=0. 



qui définit z en fonction des deux variables x et /. 

Prenons trois axes rectangulaires ox 7 ot et oz (fig. 3). Dans ce 
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système d'axes, l'équation (4) est celle d'une nouvelle surface 
représentative des efforts, transformée de la surface directe (1). 
Les surfaces transformées donneront lieu, comme les surfaces 
directes, a des noyaux qui seront caractérisés par les indices i,k y n 
des charges. 

Les surfaces transformées admettront des lignes de niveau rec- 
tilignes, si l'équation (4) est linéaire en x et t ; nous choisissons 
la relation (3) de façon à obtenir ce résultat. 

Etant donnée une section d'une poutre, on connaît immédia- 
tement x t et l x ; on pourra calculer par l'équation (3) la valeur 
correspondante t i9 et on aura ainsi les coordonnées .r, et /, du 
point m l qui représente la section. Mais un tracé complémentaire 
permet d'obtenir le point m i à l'aide des données directes x t et /,. 

6. — Considérons les mêmes premiers axes ox et ot, et un 
troisième axe ol que nous ferons coïncider avec oz. Dans ce sys- 
tème, l'équation (3) représentera une surface dont on pourra 
tracer les lignes de niveau ou lignes d'égale portée l v l t , etc. 

Le point m v correspondant à des valeurs données x k et l i7 se 
trouvera à l'intersection de la ligne d'égale portée / 4 et de la 
droite x = x { . Gela suppose que l t est précisément la cote de 
l'une des lignes d'égale portée ; dans le cas contraire on devra 
faire une interpolation. 

Lorsque le point m t tombe sur une ligne de niveau z t ,- on a 
immédiatement la valeur de z ; sinon, on sera amené à faire 
une deuxième interpolation. Nous donnerons en temps et lieu, les 
règles à suivre pour ces interpolations. 

L'équation (3) n'étant pas généralement linéaire en x et t, les 
lignes d'égale portée sont, en général, des lignes courbes. Ce 
tracé peut donc paraître aussi compliqué que celui des lignes de 
niveau courbes des surfaces (1) ; la simplification est cependant 
réelle. En effet, les coellicients de l'équation (1) varient avec les 
indices i, k, n 9 de sorte que les lignes de niveau ne sont continues 
que dans un noyau ; dans le cas où ces lignes sont courbes, leur 
tracé a l'intérieur de tous les noyaux serait extrêmement long et 
pénible. Les coefficients de l'équation (3), au contraire, sont indé- 
pendants des charges, et les lignes d'égale portée sont des 
ligues continues dans tout le plan. 
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EXPRESSIONS GENERALES DES EFFORTS TRANCHANTS 
ET DES MOMENTS DE FLEXION 



7. — * Considérons une poutre AB dont la portée est /(fig. 4), 
et dans cette poutre une section particulière C située à une dis- 
tance x de l'appui de gauche. Le convoi partiel engagé sur la pou- 
tre est formé des charges P,... P n , et la charge P k est charge 
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Fig. 4. 

principale, c'est-à-dire qu'elle doit être placée à l'aplomb de la sec- 
tion C pour que la position du convoi corresponde au maximum 
de l'effort tranchant ou du moment de flexion dans cette section. 
Pour fixer les positions relatives des charges du convoi, nous 
désignerons en général par a^ la distance d'une charge quel- 
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conque Pj à la charge de tète P p de telle sorte que a i = 0. Les 
distances a sont indépendantes de la position du convoi par 
rapport à la poutre. 

Nous nous proposons de déterminer, en fonction des éléments 
constitutifs du convoi partiel IV.. Pk«.- P n > les expressions 
de l'effort tranchant et du moment de flexion dans la section C, 
c'est-à-dire de préciser la forme de l'équation (l\ 

Les coefficients de cette équation dépendent des indices /, k f n 
des charges, et, au lieu de continuer à représenter les efforts 
par la lettre z qui entre dans l'équation indéterminée (T, nous 
désignerons respectivement les efforts tranchants et les moments 

de flexion par les symboles {Y n et |M n , en mettant en évidence les 
indices qui précisent la position des charges. 

8. Efforts tranchants. — Soient : Pj une charge quelconque 
comprise entre A et C, et P. une charge quelconque située entre 
la section C et l'autre extrémité B de la poutre. La valeur absolue 
de la réaction Q A de l'appui de gauche À est 

j = k — 1 » = n 

Qa=— V Pj !/—.*-+- >k— "j]+— V p >\ 1 — .*—(*.— <i 

d'où pour l'effort tranchant dans la section C, et immédiatement 
à gauche du point d'application de la charge principale P k , 

j=k-i 

j = î 

j=k— i t=n 

j=l *=k 

relation que l'on peut écrire. 

j = k — 1 lii- n j =k -• 1 



?) .t.=- t S P < + V-E *-+ 4-2 *> '*-< 



j =i . = k j = i 

8 = Il 



— — Vp.(«.— «à)- 



» = k + 1 



EXPRESSIONS GÉNÉRALES DES EFFORTS BRANCHANTS il 

Telle est l'expression que nous adopterons pour l'effort tran- 
chant. 

Dans le cas particulier et très fréquent où la charge principale 
P k se confond avec la charge extrême P, du convoi partiel, on a 

^P J = et ^Pjfa — ''j) = 0. 

et l'expression (5) de l'effort tranchant se réduit à la suivante : 



« = n r = n 



A -=-^7^2 p . -- r2 p .î" -<• 



K J 

• = k i = kf| 



9. Moments de flexion. — Le moment de flexion dans la 
section C, pour la même position des charges, a pour valeur 

j = k-i 
,M n = Q A x — > Pj (a v — ^;. 



j=i 



ou, en utilisant l'expression trouvée au numéro précédent pour la 
réaction Q A , 



j= k — i s = n 



j = k s-k 

j=k-l 

Cette relation peut encore s'écrire de la façon suivante : 

A--^ g" p,+ 2 p.] -Vf p. (— o 



j = l . = k j = i 



-f2p.(«.-«o. 



t = k 



12 ABAQUES 

ou enfin 



j=n j = k-i 



(6) ,M,= g(/ < J) S Pj — ^S Pi (-k ~* j) 



s = n 



-t2 p ' ( "'-^ 



• =k+ 1 

Telle sera l'expression définitive du moment de flexion. 

10. Constantes du convoi partiel. — Les coefficients des 
expressions (5) et ((>) de l'effort tranchant et du moment de 
flexion dépendent exclusivement du convoi partiel P l# .. P k ... P n 
engagé sur la poutre, et ils ont chacun une signification méca- 
nique particulière. 

1° Les coefficients 

j = k — i S = D j = B 

i=l i = k j=i 

représentent la somme d'un certain nombre de charges du 
convoi partiel. Pour abréger l'écriture , nous désignerons une 
pareille somme par la lettre A munie des indices convenables, et 
nous écrirons 

j=k-i 



iA k -i=£ Pj = Pi+.- + I\-i 



• = o 






k A n ^^l\ = P k +...+ 



j =n 



i 

2° Le coefficient 



^Pj=P,4— - + I\ + ... + P.. 



• = n 

1 



P. (". — «k) 

• = k + 1 
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est égal a la valeur absolue de la somme des moments, par rap- 
port a la charge principale P k , des charges du convoi partiel 
situées à droite de cette charge principale. Cette somme de 
moments sera désignée par la lettre B, et nous poserons 



t =D 



(8) B n = 2j [> - ( a « — «0 ==Pk+ i (^k + i — <* k • + . . • H- P„ (a a —a k ) 



• = k + 1 

3° Enfin, le coefficient 

j = k + i 



£i>jK-«j) 



j = « 



est, en valeur absolue, la somme des moments, par rapport à la 
charge principale P k , des charges du convoi partiel situées à 
gauche de cette charge principale. Nous représenterons cette 
somme par la lettre C, et nous écrirons 



j = k-i 



(9) £ == V p j i a * — a ù = Pi(«k — «0 + •■• + ^k-i ("k — tfk-i). 

En conséquence, les expressions (5), (5'j de l'effort tranchant 
pourront s'écrire, en fonction des constantes A, B, C du convoi 
partiel : 

k k 



(10) 1 T n __ i A k _ l7 - H - k A, t t 

k k 

— \ _L \ l ~ X B n — ,C 

i* v k-l "T" i**n 1 1 

k / r R 

(11) T.^A, 



De même, l'expression (6) du moment de flexion se transforme 
en la suivante : 

k r (l A k r k 7 ,. 

(12) .M^A. r ^, J < B n ^-,G ' a 



/ - l '~ l 



'4 
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11. — Les constantes A, B, C d'un convoi partiel déterminé 
P â P k P n peuvent se calculer directement sans aucune diffi- 
culté; mais on les obtiendra plus rapidement si Ton a soin 
de dresser au préalable un tableau des valeurs de certaines 
quantités de même nature, et relatives au convoi total dont fait 
partie le convoi partiel. 

Supposons que le convoi total comprenne les charges P i9 P,... 
Pj... P n ... P q (fig. 5); ainsi que nous Pavons déjà dit (7), une 
charge quelconque Pj est repérée par sa distance a^ à la charge 



de tète P t . 



Jm IV 




Fig. 



:>. 



Considérons les n premières charges P r .. Pj... P n du con- 
voi total, n prenant successivement les valeurs 1, 2, 3, ...y. Pour 
chaque valeur particulière de /?, on peut calculer : 

1° La somme des intensités des charges P t ... Pj... P B , c'est-à- 
dire d'après la notation adoptée (10j, 



J = " 



13) 



V 



tA.=2 P '" 



j = i 



2° La somme, en valeur absolue, des moments des mêmes 
charges par rapport au point d'application de la charge de 
tète P,, ou 



j = n 



(14) 

puisque Ton a a x = 



ô.=-2 Pjflj 



j =« 



1 

I 
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3° La somme, en valeur absolue, des moments des charges 
P lt .. Pj.„« P n par rapport au point d'application de la charge P„, 
c'est-à-dire 

(15) ,C=£ Pj („„_„.). 

j = 1 

Enfin il peut être intéressant de connaître la position de la 
résultante des charges considérées, ou la verticale du centre de 
gravité des charges P,... Pj... P n . En désignant par lt a sa distance 
à la charge P t , et par c n sa distance à la charge P n , on a 



j =n 



2> 



j-. 1*. 



(16) 



"o — j = » à 




Vp 




2j j 




j = « 




j = n-l 




ypj(«.-«j) 


D 




£ 


1 ■ ' j = n 


A 



i = i 
avec la condition 
(17) *. + <-. = «.. 

1 n 

Les quantités t \ nJ B n , t C, b a et c n sont les constantes générales 
du convoi total, et il faut les calculer pour toutes les valeurs 
de n. 

12. Calcul des constantes générales. — Pour calculer rapi- 
dement la série des constantes générales A, B et C du convoi total, 
il est commode de pouvoir déduire un résultat quelconque du 
résultat précédement obtenu, c'est-à-dire de déterminer ,A n+i , 

1 o+l 1 n 

B n+1 et ,C à l'aide de jA n , B n et ,C. 
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1° On a d'abord évidemment 

(18) 1 A a + i = i A » + p I> + i- 

2° En ce qui concerne les moments B, la formule (14) donne 

j=n + ! 



B n+1 =2j jflj 



j = n 



== 2i Pjrtj+Pn+irtn+i 



j = 2 

ou bien 

( 19 ) B. + 1 = B.+ P B + l o. 4l . 

3° De même, pour le calcul des moments C, on a par la for- 
mule (15) 

n+ 1 






j =i 



ou 



J = n 

n t 1 



I e ' =5j Pj[ ^' — ^+(^ +1_ °ÏÏ 



j = l 
j= n j=n 



=2 Pj (a ° ~ flj) + S Pj (a ° +i ~ ao) 
j=i j=* 

j = n — 1 j = n 

=2 l Pj( ' /,i-aj)+( ' 7n+i-an) 2 Pj 
j = i j=i 



c'est-à-dire 



n + 1 D 



(20) ,C= I C + ,A. (« n+ ,—«„). 

Le tableau des résultats du calcul pourra être disposé comme 
ci-contre. 



«■^a 
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Les calculs numériques des moments B et C sont susceptibles 
d'une vérification. En effet, en ajoutant membre à membre les 
relations (14) et (15), on a 

j = n j= n- 1 

j = B j = 

■-=2 Pjfl,H ']S Pj(fl '~ flj) 

j=l j = i 

j = d j = n 

j= i j = 1 



OU 



( 2l ) B.+ ,C.= ,A.<V 

f 

De môme le calcul numérique des distances b n et c peut être 
vérifié par la relation (17) 



§ i. CALCUL DES CONSTANTES DES CONVOIS PARTIELS 

13. — Les constantes générales du convoi total étant détermi- 

k 

nées, voici comment Ton pourra calculer les constantes jA n , B„ 

k 

et jC d'un convoi partiel quelconque Pj..., P k ..., P n . 
1° On a d'abord évidemment 

<22) l A n = 1 A n — ^V,.,. 

k 

2° L'expression du moment B u est donnée par l'équation (8) du 
n° 10 : 



s = n 



B.,=2'v>.-«o 



» = k + 1 
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et on peut récrire 



• =n s = k 



B. == £ P, [a, — «„) + £ P, («„ - «.) 

» = 1 • = 1 

» = n • = n • = k 



■ = 1 B = 1 » = 1 



Or, en vertu des équations (13), (14) et (15), on a 

• = n s s n 



• = 1 » = î 

» = n 



Y p = \ 

» = 1 
» =k » = k— 1 

^P.K-^^P.^-a.) =,C 

s = 1 s = 1 

d'où l'expression suivante : 

C 23 ) B. •-= B„ + ,C — , A^i k . 

k 

3° L'équation {)) donne l'expression du moment iC, 

c'est-à dire 

j=k-i 

j = » 

-^ k -1 j = i — 1 

=2 J p i^-^-2i Pj( ' /v_rtj) 

j = i — l j = k — 1 j = i — 

i= t j =1 j = i 

ou bien, en fonction des constantes générales 



k 1 



24; i C = B,_ t H- 1 C — .A,.,^ 



uo AB A QU'ES 

14. — Les formules (22), (23) et (24) serviront à calculer les 
constantes A, B, C des convois partiels à l'aide des constantes 
générales du convoi total.. Les calculs pourront être vérifiés par 
de nouvelles relations que nous allons établir et qui font con- 
naître 

K + l K K K + l 

dès que l'on a déterminé 

k k 

É A n , B n et ,C 

1° En ce qui concerne les coefficients A, les relations s'ob- 
tiennent immédiatement. On a en effet 

(25) , + ,A. = ,A. — I», 

(2G) ,A. + 1 = ,A.+ P. + l . 



2° La formule (23) nous donne successivement, en modifiant 
convenablement les indices, 

k i k 

B„ = B n + 1 C — l \ n a k 

k + 1 1 k -4- 1 

B.= B. + I C — t K^k n 



k i k 

B n+ i = B ItJ . i -f- 4 L — jA n + % a k 



d'oi 



ou 



k + 1 k k + 1 k 

B n — B n = ,C — ,C — t A n (a k + , — rt k ; 

k kl 1 

B n + 1 — B n = B n + 1 — B n — GA^! — ,A B )a k . 

Mais les relations (18), (19) et (20) permettent d'écrire 

A \ - - P 

l^n + 1 f X D x n + I 

1 1 

"n + 1 B n = l a + |fl D +| 

k + 1 k 

t C — jL = 4 A k (« k + j — a k \ 
On a donc finalement 

k + l k 

(27) B n = B n — k+ x A n (a k+i — a k ) 



t _ » 
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(28) B. + , = B.4-P. + .(«. + 1 — «*)■ 

3° Opérons de même en ce qui concerne les moments C ; nous 
aurons d'abord 

"A" === "i — 1 ~4~ i^" i*V — i rt k 

k 1 k 

i + 1 C = B i + 1 C — ,Airt k 

k + 1 1 k + i 



puis 



i 



k k 1 1 

+ jC — ,C = Bj — B i _ l — (, Ai — , A 4 _ j) a k 



k + 1 k k + 1 k 

iC — jC = 4 C — ,C — x Ai _ , (a k + i — rt k ) 



et après transformations 



k 



(29) , + ,C = ,C — P, («„ — «,) 

k + i k 

(30) ,C = £ + jA k (« k + 1 — fl k ). 



CHAPITRE III 
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§ I. DISPOSITION GÉNÉRALE ADOPTEE POl'Il l'ÉPURE 

15. — Considérons un convoi partiel P t ... P k ... P n chargeant 
une poutre de portée /, la charge principale P k étant à une dis- 
tance s de l'appui de gauche (Kg. G). Nous savons (8 et 10) que 

,i O O O Q û û û O O ,, 

i ! !» 



* 



I*- 



.r 



Fig. (». 

dans ce cas l'effort tranchant sous la charge P k , immédiatement 
à gauche du point d'application de cette charge, est donné par la 
formule (10) : 

k k 

\ / r 

l\ l — — iA k _. i -h iA n 



" _ l — .v B n — ,C 

l l n f — = l^k - I ~T- i^n 1 / 



que Ton peut écrire 

,T. / = -, A k _ , l + ,A. 7 — .r)— (îî D — /:). 
Cette équation est celle de la surface représentative des efforts 

k 

tranchants, les trois variables étant â T n , .r et l. Klle est du pre- 
mier degré en .r et /; par conséquent (4), les lignes de niveau 
des efforts tranchants seraient des lignes droites. 

Mais, d'après le règlement du 29 août 1891 sur les ponts 
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a3 . 



métalliques, les convois peuvent circuler dans les deux sens, au 

moins pendant les épreuves des ouvrages ; il en résulte que 

l'effort tranchant aura les mêmes valeurs absolues dans deux 

sections disposées symétriquement par rapport au milieu de la 

portée. Il suffit donc d'obtenir les efforts tranchants dans la 

l 



moitié de la travée, c'est-à-dire de faire varier jdeok 
Nous poserons 

(31) y = 



2 " 



2 



et l'équation de la surface devient 



(32) 



2 y (,T„-HA k -.) = ,A. (2y — *) — (b„-,c) 



en fonction des trois variables ,T n , x et y. 

16. — C'est sur le plan des x y que l'on doit représenter, par 
la projection de leurs lignes de niveau, les surfaces représenta- 
tives des efforts tranchants. Prenons donc (fig. 7) deux axes rec- 
tangulaires o x et oy. Puisque x doit varier seulement de zéro 
a y, toute la partie utile de l'épure sera comprise entre l'axe oy 
(x = o) et la bissectrice des deux axes (.r = y) . 




11 est très facile de trouver sur le plan la position du point m t 
qui représente une section particulière de la première moitié 
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d'une poutre déterminée. Les données directes sont : la portée /, 
de la poutre, et la distance x x de la section à l'appui de gauche. 

Le point m i cherché aura pour coordonnées x l et y i = -^ . 

Tous les points représentatifs des différentes sections d'une 
même poutre de portée /, ont même ordonnée y l ; ils sont donc 
distribués sur une droite parallèle à l'axe ox. Donc les lignes 
d'égale portée sont des parallèles à cet axe. 

L'axe oy est le lieu des points représentant les appuis des 
poutres ; nous l'appellerons ligne des appuis. 

De même, la bissectrice des axes sera la ligne des milieux des 
travées, parce que tout le long de cette ligne on a 

/ 
X = V =-9- 



§ 2. — INTERSECTIONS DES SURFACES REPRESENTATIVES 

17. Cas où la charge principale P k est invariable. — Avant 
d'aborder le cas général, nous allons chercher les projections des 
intersections des surfaces pour lesquelles l'indice k de la charge 
principale est le même ; pour cela nous ferons varier successi- 
vement les indices i et n des charges extrêmes. 

k k 

1° Intersection des surfaces jT n et i+1 T n . — Appliquons la for- 
mule (32) aux dçux convois partiels P,... P k ... P n et P i+1 ... P k ... 
P n , nous aurons les deux équations : 

2y( i T n + i A k -i) = i A n (2y-.r)-B D + i C 
2 y\i+iT n + + iA k _ 1 )= l + 1 A n (2y — x) — B n + i+1 C. 

k k 

En faisant jT n = i+1 T n et en retranchant membre à membre les 
deux équations précédentes, nous obtenons l'équation de la pro- 
jection de l'intersection des deux surfaces considérées: 

2y(A_ t — + A-,) = GA.- +1 A.)(2y — jr) + (,C — ) + 1 c). 
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Or, d'après les relations (25) et (29) on a 

i^-k-l i + iA k _ 1 = 1 j 

jA n i + iA n = 1 j 

k k 

iC — I+1 C = Pj (a k — rt^, 
et l'équation de l'intersection se réduit à 

2yP l = P l (2y-*) + P,(« k — «,) 

OU 

(33) x=a k — a { 

équation d'une parallèle à l'axe des y. Sa position est indépen- 
dante de la valeur de l'indice de la charge extrême P n ; donc, 
quel que soit le nombre des charges situées à droite de la charge 
principale P k , cette droite est invariable. 

k k 

2° Intersection des surfaces {ï n et iT n+1 . — Les équations des 
deux surfaces sont ici : 

2 y (,f. + • , A t _ ,) = , A. (2 y — x) - B. + ,C 

/ k \ k k 

2 y \iT B + i+iA k _ J = ,A B + ! (2 y — x) — B n+ L + â C 
d'où pour la projection de l'intersection 

0=( 1 A. + 1 — 1 A.)(2y-*) — (b. + i — B.). 
Mais, d'après les relations (26) et (28), on a 

i An + i i A n = r-„ + , 

i 

k k 

B n+1 — B n = P n + 1 (# D + 1 — a k ) 9 

ce qui permet d'écrire comme il suit la projection de l'intersec- 
tion des deux surfaces : 

(34) x=2y — (rt n+1 — a k ). 



C'est l'équation d'une droite, constante quel que soit l'indice de 
la charge 1*. Cette droite est parallèle à la direction fixe .r = 2 y; 



l'origine des axes ; elle coupe l'axe ox à une distance — («, +1 — « t ) 
de la même origine; enfin, son point d'intersection avec la droite 
x = y n pour coordonnées x = y = a.,., — a k . 




L'épure étant préparée comme il a été dit 1IG1, plaçons le convoi 
sur l'axe o.r, le point d'application de la charge l\ coïncidant 
avec l'origine des axes, les charges 1\_|... 1V-- du côté des .r 
positifs, et les charges l'i,,.-. IV ■■ du côte des r négatifs (fig. Bl. 

Le convoi occupant cette position, la formule i'.V.i) montre que 
l'horizontale du point d'application de la charge V, est l'intersec- 
tion des surfaces ,T. et , fl T, quel que soit n. 
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De même, les droites définies par l'équation (34), et qui sont 

k n 

les intersections des surfaces ,T n et jT^' s'obtiennent en menant 
par les points d'application des charges P B+l des parallèles à la 
direction fixe x = 2//. Ces droites peuvent encore se tracer en 
marquant leurs points d'intersection axec Taxe oy et avec la droite 
x -— 2y; nous avons donné plus haut la position de ces points 
particuliers. 

18. — Le tracé de l'épure précédente (fig. 8), qui délimite les 
régions d'influence des convois partiels qui ont tous P k pour 
charge principale, est indépendant des intensités des charges; 
il suffit de connaître leurs espacements. On peut s'en rendre compte 
directement. 

k k 

1° L'intersection des surfaces t T n et i +1 T n correspond à des 
valeurs de x et de y telles que la charge 1 ) ! commence à s'engager 

(t> O Û Û Q û n n 



¥ 



K — *y — -*l 

dans la travée, comme cela est représenté dans la figure 9. On 
reconnaît alors que la position des charges satisfait bien a la 
relation (33) 

x = a k — flj 

quel que soit l'indice n de la charge extrême de droite, et quelles 
que soient les intensités de toutes les charges du convoi. 

k k 

2° De même, l'intersection des surfaces t T n et |ï n+I a lieu lors- 
que la charge P n+1 est sur l'appui de droite (fig. 10). Dans cette 
position des charges, on a entre x et y la relation 

2y—x = a n ^ l — a k 

identique à l'équation (34), et indépendante comme elle de l'in- 
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dice i de la charge extrême de gauche et des intensités des 
charges. 

3° Les portées limites V et l" > entre lesquelles la combinaison 



, o O O Q Q Q Q 6 t 

1 I '' 

je a: ■»•€"- 2y-x* 

k — *^— — 



? 



+* 



Fig. io. 

de charges P 8 ... P k ... P„est réalisable, sont d'après ce qui précède, 

les valeurs correspondantes de y étant 

y = — 5— et y = 2 

ainsi qu'on peut d'ailleurs le reconnaître sur l'épure de la figure 8. 

19. Cas où le convoi est retourné. — L'épure de la figure 8 
suppose que le convoi Pj... P k ... P n est orienté de telle façon que 
les charges P^.. P k soient dans la moitié de gauche de la poutre. 
Ainsi que nous l'avons fait observer (15), il convient aussi d'étu- 
dier le cas où cette même moitié de poutre contiendrait les char- 
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% I U 
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Fig. n. 



? 



ges P n ... P k , le convoi étant retourné bout pour bout (fig. 11). 
D'après nos conventions (7), l'effort tranchant correspondant à 

k 

cette position des charges sera représenté par le symbole n Tj, et 
Ton aura son expression en permutant entre eux, dans la formule 
(32), les indices i et n, et en y remplaçant k — 1 par k : + 1 ; on 
obtient de cette façon la formule suivante : 

2 y („T, + A + ,) = A (2 y - .r) - B, + „C. 



! 
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Mais si Ton se reporte aux définitions des quantités A, B et C 
(10), on voit immédiatement que Ton a 



.A, 

k 

B, 



x: = 



,A. 

k 

iG 

k 

B„ 



d'où 

;35) 



2 !/(j t + v ♦ ,A.) = ,A. (2 y — x) + B n — ,C 



Cette formule est l'équation-type d'un nouveau groupe de 

m 
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Fig. ia. 

surfaces dont les intersections mutuelles s'obtiennent p^r le tracé 
d'une épure anologue a celle de la figure 8, page 26 ; dans les deux 
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cas la charge P k est toujours charge principale, la seule différence 
consiste en ce que le convoi est retourné. Cette nouvelle épure 
est représentée sur la figure 12. 

Ici encore, les valeurs limites de y pour une surface n Tj sont 



y=^v^ 






2 



20. — Toute» les combinaisons de charges, dans lesquelle I\ 
est charge principale, sont indiquées par les épures des figures 8 
et 12; mais toutes peuvent ne pas être utiles. Il faut maintenant 
rechercher, parmi ces différentes combinaisons, quelles sont 
celles qui donnent lieu aux plus grands efforts. 

Pour cela, on comparera d'abord entre elles les surfaces telles 

que iT n et n T, qui correspondent à deux orientations différentes 
du même convoi partiel. En retranchant Tune de l'autre les 
équations (32) et (35), on obtient 

•2yr(,T«-»l , 1 ) + GA k _ 1 - k+I A n ^]=-2(B D - 1 c), 



d'où 



k k A A 

k + i^n l*»k — 1 



T — T = 



puis, en posant 



. y 



L kt- I 4 *n l'H - l J 



k k 

,30) y,= B « ^ 



A A 

+ l 4l n i^k — I 



on a finalement 



k k 
\ 0t ) i l n nM \\ + 1 A n i A k-l, • 

La droite y = y { est la projection de l'intersection des deux 
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k k 

surfaces iT n et n T É , et nous savons, d'autre part, que ces mômes 
surfaces ne sont applicables qu'entre les limites 



!/-=— j et y = r 



Dans le cas où la différence ( k+ iA n — ,À k ,) est positive, ,T n sera 
supérieur a n T, pour les valeurs de y supérieures ày r Si de plus 

on a//, < y\ la surface t T B subsistera seule; si y t > y", ce sera 

k 
la surface n Ti ; enfin, si Ton a à la fois y' < y l < y", il y aura 

lieu de considérer les deux surfaces et de tracer leur intersection 

9 = yr 

Dans le cas où la différence ( k+1 A n — iA,^) serait négative, les 

conclusions précédentes seraient renversées, en ce qui concerne 

la prédominance de l'une des surfaces sur l'autre. 

k k 

La comparaison des surfaces telles que jT n et n Ti permettra 
ainsi d'éliminer un certain nombre de combinaisons. Pour ache- 
ver l'élimination, on sera conduit à chercher la projection de 

k k 

l'intersection de deux surfaces quelconques, s T n et i/T n/ , les 
indices /, /?, i ! et n' étant indépendants les uns des autres. On 
obtiendra cette intersection en écrivant les équations des deux 
surfaces considérées, à l'aide des relations (32) ou (35' suivant 
les cas, et en éliminant T entre ces deux équations; on aura 
ainsi l'équation d'une droite que l'on pourra tracer facilement. 
Le tracé sera soumis à quelques vérifications, si l'on observe 
que les intersections deux à deux de trois surfaces ont un point 
commun. 

Kn général, il ne sera pas nécessaire de chercher l'intersection 
de toutes les surfaces deux a deux. Dès que l'on aura trouvé 
deux surfaces dont l'intersection ne tombe pas en dehors de la 
région qui leur est commune, on sera guidé sur les autres com- 
binaisons à comparer entre elles, car l'empiétement du dia- 
gramme de la figure 12, page 29 sur celui de la figure 8, page 26 
est limité par un ou plusieurs polygones fermés. On pourra 
donc substituer assez rapidement un diagramme unique aux 
deux diagrammes obtenus directement. 
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21. Cas général. — Dans le cas le plus général, l'effort tran- 
chant n'est pas toujours maximum sous la même charge. Pour 
être rigoureux, il faudrait d'abord tracer, sur des feuilles sépa- 
rées, les intersections des surfaces obtenues en considérant suc- 
cessivement chaque charge du convoi comme charge principale, 
et en ayant égard aux deux orientations du convoi. On réduirait 
ensuite deux diagrammes en un seul, en cherchant les intersec- 
tions des surfaces qu'ils représentent; et, en opérant de proche en 
proche, on arrivera à obtenir finalement un diagramme unique 
réunissant toutes les combinaisons utiles et seulement celles-là. 

Le plus souvent, il ne sera pas nécessaire de prendre pour 
charge principale chacune des charges du convoi. Lorsqu'on a 
quelque expérience de l'étude des charges roulantes, on voit, à 
l'inspection de la composition du convoi donné, sous quelles 
charges l'effort tranchant peut devenir maximum, et ces charges 
sont en nombre très limité ; il en résultera donc une importante 
simplification. 

22. Cas particulier où V effort tranchant est maximum sous 
la charge de tête. — Ce cas particulier est celui qui se ren- 
contre le plus fréquemment, et il n'est pas inutile d'en dire 
quelques mots. L'hypothèse est que l'effort tranchant devient 
maximum, toujours sous la charge de tête P, (fig. 13); c'est-à- 
dire que l'on a 

-H P o o o o o ! 

^ I A 1 

(*--• * M «y-j> — *| 

r - **- ->| 

Fig-. i3. 

Il convient alors d'appliquer la formule (11) en y, faisant 

* = 1 et l = 2y; 



on obtient ainsi 



t 



iT D = i A, 



2y — x B, 



y 2 y 
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Ici l'indice n suffit il définir la composition du convoi partiel, 
de sorte que la notation de l'effort tranchant peut être simplifiée 
et s'écrire simplement T n ; on aura donc 

38) 3 y T. = A (2*— .r)-B . 

Dans le cas où le convoi aurait une orientation différente de 
celle indiquée sur la ligure 13, on aurait l'équation de la surface 
correspondante en faisant i = 1 et À* =1 dans l'équation (35), 
d'où 

39) 2 y (.T, + a) = A (2 y - •'•) + b„. 

mais il n'y a pas lieu de considérer de pareilles surfaces. En effet, 
les équations (38j et (39) donnent 

i 

1 13 

T T A — 



y 

Or, la surface représentée par l'équation (39) ne peut exister 
que si l'on a a n < .r, et, comme .v ne varie que de o à y, on aura 

j = n 

a fortiori a n < y; on sait d'autre part (11) que B n = \ Pj a } ; 
par suite 

i 

t \ y > ± \ n a n >B n 
d'où 

.A.-À>0 



donc T n est toujours supérieur à n ï,. (Nous rappelons qu'il ne 
s'agit ici que des efforts tranchants à gauche de la charge P r ) 

On ne devra donc considérer que les surfaces représentées 
par l'équation (38). 

Les projections des intersections des différentes surfaces, 
obtenues en faisant varier l'indice /?, résulteront évidemment du 
tracé d'une épure analogue à celle de la figure 8; mais il y a ici 

Duplajx. — Abaques. 3 
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quelques simplifient ion s, ainsi qu'on peut le voir sur la ligure 14. 
Les intersections cherchées ne comprennent que la série des 
droites parallèles à la direction fixe x = 2 ij, de sorte que la 
région d'influence d'une surface quelconque T„ s'étend depuis la 
ligne des appuis (axe o y) jusqu'à la ligne des milieux des tra- 
vées (.r = y). Celte région peut n'être affectée que du seul 



Hl. '4. 

numéro n, car il sullit à définir la composition et la situation du 
convoi partiel, les charges étant distribuées entre la section 
d'abscisse .r et l'appui le plus éloigné ^fig. 13). 

Les valeurs limites de y, entre lesquelles la surface T, est 
applicable, sont 
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§ 3. LIGNES DE NIVEAU DES EFFORTS TRANCHANTS 

23. Propriétés des lignes de niveau. — Donnons à l'effort 
tranchant une valeur particulière et bien déterminée T t ; l'équa- 
tion de la ligne de niveau dans une surface i — k — n se déduira 

de l'équation générale (32) en y faisant jT n = T p d'où 

(40) 2y(T i + 1 A k _,) = ,A.'2y — x)-B. + ,C 

équation de la ligne de niveau, le long de laquelle l'effort tran- 
chant a une valeur constante et égale à T r On aura autant de 
lignes de niveau que l'on donnera de valeurs différentes à l'effort 
tranchant. 

1° Les lignes de niveau sont des droites, parce que leur équa- 
tion est du premier degré en x et y ; 

2° Les lignes de niveau d'une même surface rencontrent Vaxe 
ox en un point fixe. — Car, si l'on fait y == o dans l'équa- 
tion (40), on trouve pour l'abscisse cherchée 

k k 
\\ r 



V /' 



iA„ 



valeur indépendante de l'effort tranchant. 

k 

Or B n est la valeur absolue de la somme des moments des 
charges P k+1 P n par rapport au point d'application de la 

k 

charge principale 1\; jC est la valeur absolue de la somme des 
moments, par rapport au même point, des charges P t Pk-iî 

k k 

par suite, B n — iC est la somme réelle des moments de toutes 
les charges P â P n par rapport à ce même point, et le quo- 
tient 

k k 

B B -,c: 

.A. 
représente, la distance, à la charge principale P k , du centre de 
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gravité des charges Pj P n qui constituent le convoi partiel. 

En tenant compte du signe de x' y on voit que, dans la figure 8, 
le point fixe relatif a la surface i — k — n se confond avec le 

centre de gravité des charges Pj P n occupant la position qui 

a servi au tracé de l'épure. Il en serait de même, dans la figure 12, 
pour le point fixe concernant la surface n — k — i. 

Si la charge de tète est charge principale (fig. 14, p. 34), la 
même propriété subsiste, mais l'expression de .r' se simplifie et 
devient 



(42) 



1 

B. 



.A, 



= —b. 



valeur calculée au tableau des constantes générales du convoi (12). 

3° Les lignes de niveau d'une même surface découpent, sur une 
parallèle quelconque à l'axe ox, des segments proportionnels à 




■ ■*• h* 



leurs intervalles. — Considérons en effet (fig. 15) deux lignes 
de niveau le long desquelles l'effort tranchant a respectivement 
pour valeurs T, et T„ et dont les équations seront par suite 

2>,iT 1 + i A k - 1 ) =iA.(2y — .r} — 13.+^ 

2y(T 1 + ,A k _ 1 }=iA i| (2y — x) _ B n + i c. 
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Les abscisses x t et x t des points Q et R d'intersection de ces 
lignes de niveau avec la parallèle y = X à Taxe ox ont pour 
valeurs 

x l= =2X— 2). — , + iAk -' 



,A, 



k 

B 





k 




.A. 




k 

B» 




k 



ou 



x t = 21 — 2). T '+'A t - 1 _ Jkz 

i A „ iA 



1 J -« = -^-( k A„— T,) + .r' 



*■ ' i 2)> 

1 «r — — - 



*i= -7— (kA n — T,) +#' 

«A. 



i^n 



d'où l'on déduit 



(44) X| _ Xt== ^(T.-T.) 

et le segment x i — x % est proportionnel à l'intervalle (T, — T,') 
des lignes de niveau. 

24. Tracé des lignes de niveau. — Les intersections des 
surfaces étant tracées en projection, les lignes de niveau 
s'obtiennent de la façon suivante, pour chacune des surfaces 
représentatives . 

1° On porte d'abord (fig. 15) sur l'axe ox le point fixe S 
dont l'abscisse x 1 est définie par la relation générale (4!) ; on 
obtient ainsi le point de concours de toutes les lignes de niveau 
de la surface considérée. 

2° On trace, à une distance convenable A de l'axe ox, une 
parallèle QR à cet axe, et l'on cherche les points Q et R où cette 
droite rencontre deux lignes de niveau particulières dont les 
cotes seront T, et T,; on utilise pour cela les équations (43). Le 
segment QR est ensuite partagé en autant de parties égales que 
l'intervalle minimum adopté pour les lignes de niveau est con- 
tenu de fois dans l'intervalle total T, — T â . Si cela est néces- 
saire, on prolonge les divisions au-dessus de Q et au-dessous 
deR. 
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3° On joint au point fixe P les points de division de la droite 
QR, en se renfermant dans les limites de la région appartenant 
à la surface que Ton veut représenter. 

4° Si le segment QR est divisé en m parties égales, les lignes 
de niveau aboutissant aux points de division définiront des 
efforts tranchants égaux à 



-), (T.+2V-)- ( T ' + ; 



T,H — îî Îi-V (T.-(-2-^ Li-V Ct. + 3 Ti !| 



...(T 1 + î*-i;.i_L) 



Les cotes des lignes de niveau situées au delà de Q et en deçà 
de R s'obtiennent sans difficulté. 

5° 11 est commode, au point de vue de la rapidité et de l'exac- 
titude des opérations, de choisir la distance A de façon que le 
segment QR — - .r, — x È soit exactement divisible par m. L'équa- 
tion (44) montre que, l'intervalle T, — T, étant lui-même divi- 
sible par /?/, il suffit pour atteindre le but désiré de déterminer 

2 A 
A par la condition que le quotient — — s'effectue exactement. 

iA„ 



F»n 



25. Vérification du tracé des lignes de niveau. — Une pre- 
mière vérification, et la plus importante, est fournie par cette 
remarque que les lignes de niveau de deux surfaces voisines 
doivent se rencontrer sur la projection de l'intersection de ces 
deux surfaces. Les lignes de niveau des différentes surfaces, cor- 
respondant à une valeur identique de l'effort tranchant, consti- 
tuent donc un polygone dont les sommets se trouvent sur les 
projections des intersections de surfaces. 

Dans le cas où la charge de tète est charge principale, l'exac- 
titude du tracé peut encore être vérifiée en des points particu- 
liers par l'application de la proposition suivante : Si l'on mène 
une droite quelconque parallèle à la direction x = 2 y, au point 
oit cette droite rencontre l'axe oy ou la ligne des appuis, l'effort 
tranchant a une valeur double de celle qu'il possède au point où 
la même droite rencontre la ligne des milieux de travées. 

Les intersections des surfaces, dans le cas particulier dont il 



EFFORTS TRAXC1IAXTS J9 

s'agit, sont des droites parallèles à la direction x = 2 y (22, 
fig. 14, p. 34). Menons, sur la figure 15, la droite x=2 y — h ayant 

la direction indiquée. Le point où elle rencontre Taxe oy a pour 

h 
coordonnées x = o et y — -^- ; en portant ces valeurs dans 

l'équation (.'18), on trouve que la valeur correspondante T' de 
l'effort tranchant est 

1 
«45) T' = .A B " 



In 



Cette même droite coupe la ligne des milieux des travées, 
x = y, en un point dont les coordonnées sont x = y — h ; d'où 
pour la valeur T" de l'effort tranchant en ce point 

t 
(46) T"=4^ B " 



2 2 k 

et T' est bien double de T". 

26. — Les propriétés des lignes de niveau auraient pu se 
déduire de l'observation que l'équation (32}, dans laquelle on 
considère x y y et T comme variables, représente un paraboloïde 
hyperbolique dont les plans directeurs sont les plans xoy et 
.roT. 

Les génératrices parallèles au plan xoy constituent les lignes 
de niveau. 

Les génératrices rectilignes du second système étant paral- 
lèles au plan xoT, d'un point à un autre de l'une de ces généra- 
trices, l'effort tranchant varie proportionnellement aux ordon- 
nées d'une ligne droite. Ceci est d'accord avec la 3° propriété 
des lignes de niveau. 



§ '|. EMPLOI DL' CALCUL POl'R LA DÉTERMINATION 

DES EFFORTS TRANCHANTS 

27. — L'épure des lignes de niveau des efforts tranchants per- 
met d'apprécier, ainsi qu'il a été dit 3), la valeur de l'effort tran- 
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chant dans une section donnée d'une poutre donnée ; l'interpola- 
tion se fait en utilisant la 3 e propriété des lignes de niveau. 
L'approximation avec laquelle s'obtient cette évaluation dépend 
des échelles employées et du soin apporté au tracé de l'épure. 

Dans les cas particuliers où l'on voudra connaître l'effort tran- 
chant avec plus de précision, il faudra recourir au calcul; mais 
ce calcul peut être abrégé si l'on a pris soin de dresser, une fois 
pour toutes, un tableau des valeurs des coefficients A, B et C 
correspondant à toutes les combinaisons de charges indiquées 
par l'épure. 

On cherchera sur l'épure la position du point représentant la 
section dans laquelle on veut calculer l'effort tranchant; ce point 
tombera dans une région du plan qui porte des indices fixant la 
composition du convoi et la charge principale. A l'aide du tableau 
des coefficients A, B et C, on pourra donc écrire immédiatement, 
avec des coefficients numériques, l'une des trois équations (32] , 
(35) ou (38) que nous répétons ci-dessous 

k k 

Indices i—k — n : 2y (T + A - i) = >A n (2y — .r) — B n -f- ,C; 

k k 

Indices n — k — i : : 2 y (T -f- k+ ,A n ) -— iA a (2 y — x) -f- B n — jC ; 

i 
Indice n (équivalent à 1 — 1 — n) : 2 y T — t A n (2 y — x) — B n . 

On connaît l'abscisse x et la demi-portée y, on calculera dans 
chaque cas particulier la valeur de l'effort tranchant T. 

Si l'on devait tenir compte, en même temps, d'une charge 
uniformément répartie, dont l'intensité est p par unité de lon- 
gueur, il faudrait ajouter l'effort supplémentaire 

P'jJ— *) 
à l'effort tranchant développé par le convoi. 
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MOMENTS DE FLEXION 



§ I. — DISPOSITION GÉNÉRALE ADOPTÉE POUH l' EPURE 

28. Transformation de l'équation des moments. — Repre- 
nons le convoi partiel Pj... P k ... P n dans la position indiquée par 
la figure G (p. 22), la portée de la poutre étant Z, et la section 
située sous la charge principale P k ayant une abscisse x. Dans ces 
conditions, le moment de flexion développé dans cette section 
est donné par la formule (12) 

(12; ,M„=,A. [ t ' - B„ ^-- ,C J-j±- ■ 

Cette équation n'est pas du premier degré en x et l; par suite, 
les lignes de niveau de la surface qu'elle représente ne sont pas 
des droites. Il convient donc de transformer l'équation. 

Posons pour cela 

(47) / = 



l — .v 
et éliminons l entre les équations (12) et (47) ; nous obtenons 

(48; { 1 + f ; ,M. = , A„ x - B„ t — ,c 

équation du premier degré en x et t. Si donc on la considère 
comme l'équation d'une surface représentative des moments, cette 
surface admettra des lignes de niveau rectilignes. 

29. — Le plan, sur lequel doivent être tracées les lignes de 
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niveau des moments de flexion, contient les axes de coordonnées 
o.v et ot ; prenons donc deux axes rectilignes quelconques o.r, ot 

(fig- 16). 

domine les convois peuvent circuler dans les deux sens, il 



Pôle, des appuis 



3> 



6- i 




Fig. iG. 



suffit d'obtenir les moments dans une moitié de travée, et Ton 
aura les limites de l'épure en considérant les valeurs extrêmes 
de .r et de /. 

Pour l'appui appartenant à la moitié de gauche de la poutre, 
on a .r ~= o, d'où t = o. quelle que soit la portée. L'origine o des 
axes est donc un pôle commun à tous les appuis. 

Pour toutes les sections situées au milieu des travées, on a 
uniformément / = 1 ; la droite / = 1 parallèle à l'axe o.r est 
donc la ligne des milieux des travées. Le diagramme se trouvera 
donc limité entre les deux parallèles os et t = i. 

Lorsque l'abscisse s d'une section est définie par la relation 
particulière 
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la valeur correspondante de / est, d'après la formule :47) 

■■5o; i=— 2L_ i. 

Donc les points correspondant aux sections, qui jouissent de la 
propriété indiquée par la relation (49), sont distribués sur des 
lignes parallèles à l'axe ox. 

Si l'on attribue à x les valeurs successives 

/ 21 'M 4/ ml l 



y y 1 y * • • 

n n n n n 



• 2 ' 



les valeurs correspondantes de t seront 

12 3 4 m 



1 • 

t • • • x y 



n — i ' #i — 2 ' n — 3 ' /i— 4 ' "" /i — m 

la variation de t est donc plus rapide que celle de .r. Par suite, 
l'approximation que fournira le tracé pour les sections avoisinant 
le milieu des travées sera plus grande que pour les sections 
rapprochées des appuis. Ce résultat est conforme à ce que la pra- 
tique peut exiger. 

30. — Pour trouver sur l'épure la position du point repré- 
sentant une section déterminée, on peut employer plusieurs 
méthodes. Les données directes sont : l'abscisse x l de la section, 
et la portée /, de la poutre. 

1° On peut calculer, parla formule (47), la valeur de /corres- 
pondant aux données x t et l r 

t. = •'■■ 



1 / r 



et le point cherché m { se trouvera a l'intersection des deux 
droites parallèles aux axes, x = x t et / = f, (fig. 17). 

2° Le même point peut encore être obtenu, sans calculer t v par 
l'intersection de la droite x — .r, et d'une droite ob déterminée 
en prenant, sur la ligne des milieux des travées et à partir de 
l'axe o/, une longueur ab = l v — x r Kn effet, les coordonnées 
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du point b étant x 
ob est 
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l x — x x et t = 1, l'équation de la droite 



t 
x 



1 . 



/ x 



et cette droite coupe la ligne x = x t en un point dont les coor- 
données sont 



x = x t 



et 



x 



t 






c'est-à-dire précisément celles du point m i cherché. 

Pour faciliter l'application de cette deuxième méthode, on 

Pâle, des appuis 




pourrait tracer sur l'épure le double réseau des droites x = x t 

il 
et — ==- -; les premières sont toutes parallèles à l'axe o(, 

et les secondes sont toutes issues du pôle o. Ce procédé paraît 
très simple, mais nous n'avons pas cru devoir l'employer, parce 
qu'un grand nombre des droites du second système se seraient 
confondues avec les projections des intersections des surfaces 
des moments, surtout aux environs du pôle des appuis. 

3° Le point représentatif d'une section donnée peut s'obte- 
nir enfin par l'intersection de la droite x = x i et de la ligne 
d'égale portée l x (fig. 17) conformément aux indications gêné- 
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raies du n° 6. C'est ce dernier procédé que nous avons adopté, 
en traçant sur l'épure un réseau de lignes d'égale portée; il 
est en effet d'un grand intérêt, au point de vue pratique, d'avoir 
immédiatement la suite des points qui représentent toutes les 
sections d'une même poutre. 



§ a. LIGNES D'ÉGALE PORTEE 

31. Équation des lignes d'égale portée. — Les lignes 
d'égale portée sont les projections des lignes de niveau de la surface 
représentée par l'équation (47) dans laquelle les trois variables 
sont .r, / et /, et qui est indépendante des charges. 

Pour une portée particulière l l9 l'équation de la ligne corres- 
pondante est 

(52) /= x 



/, X 



et elle représente une hyperbole dont les asymptotes, parallèles 
aux axes, sont 

x = /j et t = — 1 . 
De l'équation (52) on tire 

dx l { — x 



dt 1 + t 

et l'équation de la tangente en un point, de coordonnées x f et 
f 7 , est la suivante 



L — x 



i 



(53) *_y = .Ji_^_ ( ,_ t0 . 



^ 



1+*' 



32. 'Propriétés des lignes d'égale portée. — Les propriétés 
dont il s'agit sont celles qui ont leur utilité pour le tracé de ces 
lignes (fig. 18). 

1° Toutes les lignes d'égale portée passent par le pôle des 
appuis, car leur équation (52) est satisfaite par les valeurs simul- 
tanées x = o et t = o. 
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2° La ligne d'égale portée l { rencontre la droite / = 1 en un 
point A qui a pour abscisse -y . Son équation (52) est en effet 

vérifiée par le système /= I, je =-4- • 

3° La tangente, au pôle 0, à l'hyperbole d'égale portée / ren- 



C asymp tote* 



Pôla des o 
appuis 




t^t .ty. 



Fig. 18 



contre la droite t = 1 en un point B situé à une distance 
/, de Taxe ot. En effet, l'équation de la tangente au pôle s'obtient 
en remplaçant x' et /'par zéro dans la formule (53), d'où 



(54) 



x = l v t 



équation qui, pour t = 1, donne x = l r 

4° Les diverses tangentes aux hyperboles d'égale portée, aux 
points A où ces lignes coupent la ligne des milieux des travées 
(t = 1), passent par un point fixe C qui est le point d'intersec- 
tion de l'axe ot et de la droite / = — 1. 
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Les coordonnées du point de contact A étant 

.r' = -Jj- et t'—l, 

l'équation de la tangente en ce point est, d'après la formule 

(53), 

2 4 v } 

ou 

(55) ;r = i- ( , + l) 

et Ton voit que cette équation est satisfaite, quel que soit / p si 
Ton fait a la fois x = o et / = — 1, coordonnées du point fixe C 
5° Le lieu des points de rencontre D des deux tangentes à une 
même hyperbole, au pôle o et au point A situé sur la ligne des 
milieux des travées, est uue droite parallèle à Taxe ox et dont 

1 
l'équation est t — tt • 

En éliminant l t entre les équations (54) et (55) des deux tan- 
gentes considérées, on trouve en effet pour l'équation du lieu 

et, en supprimant la solution x = o qui ne peut convenir, il reste 
1 

6° Les segments découpés sur une même parallèle à l'axe ox, 
par des lignes d'égale portée /,, /,, l r .., sont proportionnels aux 
intervalles /, — l t , l t — / 3 ... de ces lignes. 

Coupons en effet les deux hyperboles l v et l s dont les équations 
sont 

X X 

t = -. et t = 



/j — x /, — .r 

par une droite EF parallèle à l'axe ox et dont l'équation est 
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t = ( r Les abscisses .r, et :r 8 des points d'intersection ont pour 
valeurs 



d'où 



.r, = -; — - — I. <-t .r, = — : — l - / 



2 



(50) *,—«■,= -_l_(/,_ ^ 

relation qui démontre la proposition énoncée. 

33. Tracé des lignes d'égale portée. — On commence par 
tracer soigneusement, à l'aide de points et de tangentes, la ligne 
de plus grande portée L compatible avec les dimensions de 
l'épure (Kg. 18, p. 46). 

On mène ensuite une série de droites, telles que EF, paral- 
lèles à Taxe o:r, et on partage chaque segment total en un même 
nombre de parties égales dont chacune correspond à l'intervalle 
adopté entre les portées successives que l'on veut représenter. 
Il reste à réunir, par des courbes continues, les points qui se 
correspondent dans chaque segment; aux extrémités, les direc- 
tions des courbes seront fixées par le tracé préalable des tan- 
gentes. 

34. Lignes intercalaires. — Soit donnée une poutre de portée 
/,, et dans cette poutre une section située à une distance .r, de 
l'appui le plus rapproché. Si la ligne d'égale portée l t est tracée 
sur l'épure, le point m i représentatif de la section donnée 
se trouvera a l'intersection de la droite x = x i et de l'hyperbole /, 
(fig. 19). 

11 peut arriver que la portée l de la poutre à étudier ne soit 
pas représentée sur l'épure, et dans ce cas il peut être utile 
de pouvoir tracer l'hyperbole l à l'aide des autres lignes exis- 
tantes. 

Soient OAj et OA, les hyperboles des portées l x et / a qui com- 
prennent entre elles la portée /, 

On aura immédiatement le point A d'aboutissement de l'hyper- 
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bole l sur la ligne des. milieux des travées, en prenant sur cette 
ligne une abscisse égale à -~- (32. — 1°). 




F«g- »9- 



On aura ensuite autant de points que Ton voudra en prenant, 
sur une parallèle quelconque 11,11, à Taxe ojc, un point II tel 
que 



(57) 



III l. 



AA. 



En effet, t étant l'ordonnée de la droite 11,11,, on a, par la for- 
mule (56), 



H 4 H 



= T+7 ('-'*> et hh. = t+7 <'<-<) 



d'où 



On trouverait de même 



11,11 
1111, 





l- 


-h 
— l 


A,A 
AA. 


= ' 


1- 


— l 



d'où Ton déduit la formule (57). 

Duplaix. — Abaques. 
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§ 3. — INTERSECTIONS DES SU «FACES REPRESENTATIVES 

35. Equation générale des projections des intersections. — 
Les projections, sur le plan sot, des intersections des surfaces 
des moments sont rectilignes. En effet, l'équation d'une surface 
caractérisée par les trois indices i, À", n des charges étant (48) 

;48) . (H-i),M. = 1 A.r — B.«-,C, 

deux surfaces quelconques auront des équations de la forme 

(l+/)M=A , x — B't— C 
(1 + /) M = A".r — B'7 — C" 

Eliminons M entre ces deux équations, nous aurons ainsi l'équa- 
tion de la projection de l'intersection des deux surfaces, 

(58) (A' — A") x — (B' — B") / — (C — C") = 

laquelle est du premier degré. 

D'une manière générale, cette droite pourra être déterminée 
par les points où elle coupe l'axe ox et la ligne des milieux des 
travées (t = 1), figure 20. 

En faisant t = o dans l'équation (58), on a pour l'abscisse du 
point de rencontre de la droite avec ox, 



(59) 



C — C 



'/ 



X 



A / A // 



A' — A' 



D'autre part, l'hypothèse t = 1 fournit la valeur suivante de 
l'abscisse du point situé sur la ligue des milieux des travées 

/*™ ( B/ — B "> + ( c/ — n 

(60) x — v / ■ \ i 



1 A / A // 



A' — A' 

Examinons maintenent quelques cas particuliers. 
1° A' = A". — L'équation (58) se réduit alors a 

( 61 ) ' = —w=w 
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et la projection de l'intersection est parallèle à Taxe o.v. 

Ce cas se présente lorsque, aux deux surfaces qui se coupent, 
correspondent deux convois partiels dans lesquels la somme 
des intensités des charges a la même valeur. On voit immédia- 
tement que cela arrive en particulier pour les surfaces représen- 



r-^--*! 




tatives des moments sous deux charges consécutives d'un même 
convoi partiel. 

Considérons ce dernier cas, et soient les équations des deux 
surfaces des moments sous les charges P k et P kl d'un même 
convoi partiel P,... P n : 



(1 + «)iM.- 


= iA.x ■ 


-B„'- 


K 


(i + /),M. l = 


= iA„.r- 


k + l 

-Bj- 


K + 1 

■|C. 



L'équation de la projection de l'intersection est 






k 



k + 1 

c 



k 

B. 



k + 1 

B„ 



Mais les formules (27) et (30) donnent 



K + 1 



B B — B B = K + 1 A n (tf K + 1 — a K ) 

K K+l 

iC — â C = — iA K (n % + 1 — a K ) 
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d'où 

|A, 



(62) t = 



2° B' = B". — Les deux abscisses .r et .r, deviennent égales 
entre elles, et la projection de l'intersection est une droite paral- 
lèle à Taxe ot; son équation est 

Çf f 



A' — A" 



3°. C' = C". — L'abscisse ;r est nulle, et la droite passe 
par l'origne des axes. L'abscisse du point de rencontre de cette 
droite avec la ligne des milieux des travées prend la valeur 

;/»/\ B' B" 



A' — A" 



36. Cas où la charge principale P k est invariable. — Il 
convient tout d'abord de chercher les projections des intersec- 
tions des surfaces pour lesquelles l'indice k de la charge princi- 
pale est le même ; pour cela nous ferons varier successivement 
les indices i et n des charges extrêmes. 

k k 

1° Intersection des surfaces |M n et l+1 M„ . — On se trouve ici 
dans le 2 P cas du n° 35, et l'intersection des deux surfaces consi- 
dérées se projette suivant une droite parallèle à l'axe ot, et dont 
l'équation est, d'après la formule (63), 

K K 

C r 



A, — i + t A n 
Or, les équations (25) et (20) permettent d'écrire 

i^n — i + tK = Pi 

K K 

et l'équation précédente devient 

(05) jc — a^ — a,. 
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La position de l'intersection est indépendante de la valeur de 
l'indice de la charge extrême P n ; par suite, quel que soit le 
nombre des charges situées à droite de la charge principale P k , 
cette droite est invariable. 

k k 

2° Intersection des surfaces ^S\ n et ,M n + â . — Les deux surfaces 
se trouvent dans les conditions du troisième cas du n°35; elles 
se coupent donc suivant une ligne qui a pour projection une 
droite issue de l'origine des axes, et qui rencontre la ligne des 
milieux des travées en un point dont l'abscisse a pour valeur 

K K 

X i = ^» Bn+ I 

l^n l^n + l 

Mais les formules (26) et (28) donnent 

A A 1> 

i* v n i A »n + I * n + 1 

K K 

K — B n+1 = — P n + i(" n+ i — tf») 
d'où l'on déduit 

1 60) .r, = ct n + j — a K 

valeur indépendante de l'indice i. Donc l'abscisse .r, est cons- 
tante quel que soit le nombre des charges situées à gauche de la 
charge principale P k . 

Plaçons (fig. 21) dans la position (G) les charges situées à 
gauche de la charge P k dans le convoi total, et projetons les 
points d'application des charges sur la droite t = 1. Puis menons 
par les points obtenus des parallèles à l'axe o t; nous aurons 
ainsi toute la série des droites satisfaisant à l'équation (65). 

De même, les charges situées à droite de P k étant placées dans 
la position (D), et leurs points d'application projetés sur la 
droite t = 1 étant joints au point o, ofi aura le faisceau des 
droites déterminées par l'équation (6(5). 

Ainsi se trouvent délimitées les régions d'influence des con- 
vois partiels qui ont tous P k pour charge principale. Le tracé est 
indépendant des intensités des charges et il ne fait intervenir 
que leurs espacements; on pourrait le justifier directement par 
des raisonnements analogues a ceux du n° 18. 
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37. Cas où le convoi est retourné. — L'épure de la figure 21 
suppose que le convoi est toujours orienté de la même façon, 
comme dans la figure 6 (p. 22). Comme le convoi peut cir- 
culer dans les deux sens, il y a lieu de considérer le cas où son 
orientation est celle marquée par la figure 11 (p. 28\ Le 
moment de flexion correspondant à cette dernière position des 

k 

charges sera représenté par le symbole n M h et Ton aura son 




F\g. ai . 

expression en permutant entre eux, dans la formule (48), les 
indices i et /i, d'où 

(l + l).M, = Ar — B,/_ n C 

Mais, d'après les définitions 'des quantités A, B et C (10;, on a 
évidemment 

nAi=iA B 

K k 

K K 

„t:=B„ 

et l'équation précédente devient 



67) 



{l+t) n M, = Xr — f O — B„ 
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Cette formule est l'équation-type d'une nouvelle série de sur- 
faces dont les intersections mutuelles s'obtiennent par le tracé 
d'une épure analogue à celle de la figure 21. Dans les deux cas la 
charge 1\ est charge principale; la seule différence consiste en ce 
que les charges de gauche deviennent charges de droite, et réci- 
proquement. Cette nouvelle épure est représentée sur la figure 22. 



ce* 




Fi g. 22. 

Les trois indices qui définissent une région quelconque sont 
faciles a déterminer sur Tune et l'autre épure. 

38. — On obtient par le tracé des épures des figures 21 et 22, 
pages 54-55, toutes les combinaisons de charges qui admettent I\ 
pour charge principale, et avec les deux orientations possibles 
des convois. Il s'agit maintenant de rechercher, parmi ces diffé- 
rentes combinaisons, celles qui donnent lieu aux plus grands 
moments de flexion. 

k k 

Comparons d'abord entre elles deux surfaces, ,M B et n Mj, qui 
répondent aux deux orientations du même convoi partiel. En 
retranchant Tune de l'autre les équations (48) et (67), on a 

(l + <) (,M.— .M 1 )=(b.-,c) (1-0- 
Comme t ne peut varier que de zéro à 1, il en résulte que : 
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k 



1° Les moments iM n et n Mj sont égaux pour t = 1, c'est-à-dire 
dans les sections des milieux des travées; 

k k k 

2° Le moment iM D est supérieur au moment n M,, lorsque B n est 
lui-même plus grand que t C ; 

3° Le moment jM,, est inférieur au moment n M h lorsque B n est 

k 

inférieur a jC. Dans ce dernier cas, il faut substituer la surface 

k k 

représentative du moment JVIj a celle du moment jM n . 

La comparaison des surfaces i — k — n et n — k — i per- 
mettra ainsi d'éliminer un certain nombre de combinaisons. Pour 
achever de définir les régions relatives a chaque surface, on sera 

conduit à chercher la projection de l'intersection de deux sur- 

k k/ 

faces quelconques iM n et j,M n , les indices pouvant être tous diffé- 
rents les uns des autres ; on obtiendra cette intersection par les 
procédés du n° 35. 

39. Cas général. — Le cas général, où le moment de flexion 
est successivement maximum sous différentes charges d'un 
convoi donné, se traite exactement de la même façon qu'il a été 
expliqué pour les efforts tranchants (21). 

Trois surfaces quelconques des moments ayant toujours un 
point commun, une ligne quelconque du réseau polygonal aboutit 
toujours au point de croisement de deux autres. Cette remarque 
sera utile pour la vérification du tracé. 



S 4. LIGNES DE NIVEAU DES MOMENTS DE FLEXION 

40. Propriétés des lignes de niveau. — Si l'on donne au 
moment de flexion une valeur constante M,, la ligne de niveau 
dans une surface i — k — n se projette suivant une ligne dont 

k 

l'équation s'obtient en faisant jM n = M, dans la formule (48), d'où 

168) (1 + /) M, = ,A„.r — Ù n t — i C. 

Tout le long de cette ligne le moment a une valeur fixe et égale 
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à M,. On aura autant de lignes de niveau que l'on donnera de 
valeurs différentes au moment de flexion. 

1° Les lignes de niveau sont des droites, parce que leur équa- 
tion est du premier degré en .r et t. 

2° Les lignes de niveau d'une même surface rencontrent la 
droite t = — 1 en un point fixe, — Si Ton fait en effet t = — 1 
dans l'équation" (08), on trouve pour l'abscisse du point de ren- 
contre cherché : 



r r 

(69) .r' = — - ' l 



«A. 



valeur indépendante du moment de flexion et constante pour une 
même surface. 

Si Ton se reporte au n° 23, 2°, on voit que la valeur absolue 
de l'abscisse .r' représente la distance, a la charge principale P k , 

du centre de gravité des charges P t P n du convoi partiel. 

L'abscisse x' est toujours négative, puisque l'on n'a à considérer 

k ^ k 

que les surfaces pour lesquelles B n est supérieur a ;C (38). 

Plaçons le convoi partiel Pj P n £ur la droite t = — i, de 

façon que la charge principale 1\ soit sur l'axe of , et la charge P| 
du côté des x positifs (fig. 23). Dans cette position, le centre 
de gravité du convoi partiel coïncide avec le point fixe S des 
lignes de niveau de la surface considérée i — k — n. 

3° Les lignes de niveau d'une même surface découpent, sur une 
parallèle quelconque à ox, des segments proportionnels à leurs 
intervalles. — Considérons, en effet (fig. 23), deux lignes de 
niveau SQ et SR le long desquelles le moment de flexion a res- 
pectivement pour valeurs M, et M,, et coupons ces deux droites 
par une parallèle QR a l'axe ox, l'équation de cette parallèle 
étant t = A. 

Les équations des deux lignes de niveau sont : 

(1 + 1)*!, = ^.* — B./ — .C 

K K 

(l + /)M 1 =,A..e— B.I— ,C 
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d'où, pour les abscisses jl\ et x t des points d'intersection Q et R 

(i + HM, +b.).+,(": 



(70) 






r t 



\ 



X, 



(1 + X)M, + B.X+C 



i^n 



On en déduit pour la valeur du segment :r t — .r, 



(71) 



/' — r — 
•* 2 • i — 



iji. 



(M. -M,) 



et Ton voit qu'il est bien proportionnel à l'intervalle (M, 
des lignes de niveau. 

'--* n n ni à o o Q. 



M,) 




41. Tracé des lignes de niveau. — Ce tracé s'effectue comme 
celui des lignes de niveau des efforts tranchants (24), en utili- 
sant les propriétés précédentes. Dans l'application de la troisième 
propriété, il conviendra de choisir ). de façon que le quotient 

! + * * w 

s obtienne exactement. 



,A n 
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Comme vérification, les lignes de niveau d'égale puissance et 
appartenant à des surfaces différentes doivent se rencontrer sur 
la projection de l'intersection de ces surfaces. 

42. Lignes des moments maximums maximorum. — Dans 
une poutre de portée déterminée, il existe au moins une section 
telle que le moment de flexion y est plus grand que dans les 
sections qui la précèdent et qui la suivent immédiatement. La 
ligne des moments maximums maximorum, pour une surface 
donnée, est la ligne dont la projection est le lieu des points qui 
représentent ces sections particulières. 

Pour trouver l'équation d'une telle ligne, il faut annuler la 

dérivée — j — prise en supposant la portée l constante. 

CC «4- 

L'expression du moment, en fonction de .v et de Z, est donnée 
par la formule (12). 

(12) ,M.=,A. X{l y l) B.^- -,£!=£- 

On en déduit 

K K K 

4M. a 1 — 2 s B n ,C 

A„ ; ; r- — V) 



d'où pour l'équation du lieu 

(721 _±_ k — ,(: 

2 2.A. 

Si, au lieu des coordonnées x et l, on prend les coordonnées 
x et t de l'épure, la formule (47) permet de transformer l'équation 
(72) en la suivante : 



K 



(A X —J- = Â ; 

C'est l'équation d'une hyperbole qui a pour asymptotes les 

droites 

t= 1 

K K 

x = B - — < C 
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la première est fixe, la seconde est la parallèle à Taxe ot menée 
par le point S (fig. 23). 

L'équation (73) peut servir à tracer la ligne par points. 

43. Propriété géométrique des lignes des moments maxi- 
mums maximorum. — La ligne des moments maximums maxi- 
morum est le lieu des points de contact des lignes de niveau 
avec les hyperboles d'égale portée. 

Traçons en effet, sur la figure 23, page 58, la ligne d'égale por- 
tée / p et menons du point S la tangente SE à l'hyperbole. 
Soit M' la valeur du moment le long de la ligne de niveau AE. 
A toute autre ligne de niveau coupant la ligne d'égale portée l x 
correspondra une valeur du moment inférieure à M'. Le point de 
contact E est donc bien le point de la ligne l t où le moment 
atteint sa plus grande valeur. 

Cette propriété peut être utilisée pour déterminer certains 
points particuliers de la ligne des moments maximums maximo- 
rum. En outre elle permet de reconnaître immédiatement, après 
le tracé des lignes d'égale portée et des lignes de niveau, quelles 
sont les surfaces sur lesquelles on peut rencontrer de pareilles 
lignes. 

44. — H n'est peut-être pas sans intérêt de remarquer que 
l'équation (48) des moments, dans le système des coordonnées 
M,.ret/, représente un paraboloïde hyperbolique qui admet les 
plans xot et .roM pour plans directeurs. 

Le système des génératrices rectilignes parallèles au plan xot 
fournit les lignes de niveau. 

La considération des génératrices parallèles au plan .roM- donne 
une autre justification de la troisième propriété de ces lignes 
de niveau, énoncée au n° 40. 



§ J. EMPLOI DU CALCUL POUR LA DETERMINATION 

DES MOMENTS DE FLEXION 

45. — L'usage de l'épure des lignes de niveau des moments 
de flexion se fait conformément aux indications générales du n°3 ; 
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quand une interpolation est nécessaire, on applique la troisième 
propriété des lignes de niveau (40). 

Lorsque l'approximation obtenue dans l'évaluation du moment 
ne paraîtra pas suffisante, on pourra recourir au calcul, lequel 
se trouvera très simplifié par l'emploi d'un tableau des valeurs 
des coefficients À, B, C correspondant à toutes les combinaisons 
de charges indiquées par l'épure. 

On cherchera sur l'épure la position du point représentant la 
section dans laquelle on veut calculer le moment de flexion ; ce 
point tombera dans une région du plan qui porte des indices 
(iykj n) fixant la composition du convoi et la charge principale. 
Le tableau des constantes A, B et C fournira les valeurs numé- 

riques de L A n , B n et iC , et par la formule (12) on aura 

(12) ,M.=A. j(/ ~ ;r) -B.Jl-,ci=£.. 

On connaît la portée l de la poutre et l'abscisse x de la section ; 
on aura donc immédiatement la valeur du moment. 

Dans le cas où une charge uniformément répartie, d'une inten- 
sité/? par unité de longueur, vient s'ajouter aux charges rou- 
lantes, l'expression du moment de flexion est 



(74) M = (A. + 4)^=^ 



— B.4 C 



l ' l 



La seule modification consiste donc à remplacer jA. par la somme 

(.a. +4). 

46. Moment maximum maximorum. — Dans une poutre de 
portée /, et avec une combinaison de charges caractérisée par 
les trois indices i, k, n, le moment maximum maximorum se 
produit dans une section dont l'abscisse x" satisfait à l'équation 
(72) ; on a par suite 

(75) „ l k — iC 

X — 2 2.A. 
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En portant cette valeur de l'abscisse dans l'expression (12) 
du moment, on obtient pour le moment maximum raaximo- 

ïrr 

ru m iM n : 



K 



K R / K K \ 

l B. + .C (B. — ,CJ 



'16) .M"==.\ — ■ * ' ' -4- 



i'»n ? 



Lorsque la poutre porte en outre une charge uniformément 
répartie sur toute sa longueur, il faut remplacer iA n par 

(,A B -f--^r-J dans les formules (75) et (76). 



§ G. CALCUL DES PIECES DE POXT 

47. — Lorsque les charges d'un convoi sont transmises aux 
maitresses-poutres d'un pont par l'intermédiaire de pièces de 
pont et de longerons, on admet, dans le calcul ordinaire des 
pièces de pont, que les longerons sont discontinus et articulés 
à leurs extrémités. En continuant à accepter cette hypothèse, on 
peut déterminer les charges reportées sur les pièces de pont, 
à l'aide de l'épure des lignes de niveau des moments de flexion. 
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Fig. a4. 

Soient (fig. 24) trois pièces de pont consécutives A, B, C, 
supportant des longerons AB, BC, lesquels reçoivent directe- 
ment l'action des chargss roulantes. Le longeron ÀB porte les 
charges P,... P k , et le longeron BC les charges P k+t ... P n ; toutes 
ces charges peuvent être repérées par leurs distances a à la 
pièce de pont A. 11 s'agit de déterminer la charge reportée sur 
la pièce de pont B. 

En raison de l'hypothèse précédente, les charges situées en 
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arrière de A et en avant de C n'exercent aucune influence sur la 
pièce de pont B, et la charge Q que celle-ci reçoit est égale en 
valeur absolue à la somme des réactions, sur leur appui commun B, 
des deux longerons AC et BC. Donc 



J = k • = n 



77 ) Q = 4"S ,)jaj+ T ^ S 1> • (/ ' +/ "~' a • 1 



j = J S = K + 1 



Considérons maintenant (fig. 25) une poutre fictive A'C dont 
la portée l serait égale à la somme des deux travées F et l" des 
deux longerons AB et BC. Plaçons sur cette poutre les charges 

k-- -- i j 

j P i » P Jt PJU. Jf, *n. 



r 

r 



j, ts» i? c 



JC-m, l - 



rig. 2.1. 



1*1... P n ci-dessus, de façon qu'elles occupent, par rapport aux 
appuis A' et C, la même position que par rapport aux pièces 
de A et C ; puis déterminons le moment de flexion développé 
dans la section B' qui aurait une abscisse .r égale à /'. 
L'expression de ce moment serait 



j = K • = B 



M = -i T ^^l> j a j +^y]]>.(/-a.N 

j =i • = K -r 1 

ou bien, en remplaçant /par F + l" et .r par F : 

j = K » = B 

,78) M = -JLf ]£ I»,., + -^—^ '*' (/ ' + '" ~ * t] ' 

j = I l = K T l 

En rapprochant l'une de l'autre les équations (77) et (78), on 

en déduit 

F -A- F' 
(79) q = ±^£_m. 
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Donc, le maximum de la réaction totale Q est proportionnel au 
maximum du moment M, et il se produit dans les mêmes conditions. 
(^Proposition due à M. Bertrand de Fontviolant.) 

L'épure des moments fournira le maximum de M au point pour 
lequel on a 

.r = V (si V < l") ou x = l" (si /' > /") 

et /=/'+/". 

La formule (79) fera ensuite connaître le maximum de la réaction 
cherchée Q. 

L'épure montre encore quelles, sont les charges qu'il faut 
placer sur les longerons et quelle est leur position. Il est a peine 
nécessaire de faire remarquer qu'il doit toujours y avoir une 
charge à l'aplomb de la pièce de pont B. 

Dans le cas particulier et très général où V = /", on a 

et le point représentatif de la section se trouve sur la ligne des 
milieux des travées ( t= 1). De plus, la formule (79) se simplifie 
et devient 

2 M 
(80) Q = 



/' 



DEUXIEME PARTIE 
APPLICATIONS 

AUX SURCHARGES DU RÈGLEMENT DU 29 AOUT 1891 

SUR LES PONTS MÉTALLIQUES 



CHAPITRE PREMIER 

PONTS SUPPORTANT DES VOIES DE FER 



§ I. ABAQUES DES EFFORTS TRANCHANTS 

(voies de largeur normale) 

48. — Les surcharges imposées pour le cïtlcul des ponts métal- 
liques supportant des voies de largeur normale comprennent : 

1° Un essieu isolé de 20 tonnes ; 

2° Un train-type dont les éléments sont définis par le tableau I. 

L'abaque (PI. I) fait connaître les efforts tranchants maximums 
dans toutes les sections des poutres dont la portée peut atteindre 
80 mètres. Il est divisé, pour des convenances d'échelles, en 
trois parties : la première convient aux portées égales ou infé- 
rieures à 10 mètres; la seconde comprend les portées comprises 
entre 10 et 40 mètres; la troisième est applicable aux portées 
variant de 40 à 80 mètres. 

49. — On trouve d'abord sur l'abaque un réseau quadrillé coté 
— horizontalement suivant les valeurs des demi-portées y — ver- 
ticalement suivant les valeurs des distances x des sections à 
V appui le plus rapproché. D'après le Règlement, les convois pou- 

Duplaix. — Abaques. 5 
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vant circuler dans les deux sens (au moins pour les épreuves), il 
suffit d'obtenir les efforts tranchants dans la moitié de la longueur 
d'une poutre donnée. Les droites horizontales qui limitent les 
diagrammes sont les lignes des appuis, et les droites à 45° cor- 
respondent aux sections des milieux des poutres. 

L'abaque est divisé en plusieurs régions par des lignes droites 
généralement parallèles entre elles; la première région, qui est 
triangulaire, est relative a la roue isolée de 10 tonnes. Sauf deux 
exceptions, les autres régions portent chacune un numéro qui 
indique le nombre des charges du train engagées sur la poutre, 
au moment où l'effort tranchant atteint son maximum; la roue de 
tèie est alors à V aplomb de la section , et les autres charges sont 
distribuées du coté de l'appui le plus éloigné. 

Deux régions particulières sont affectées, Tune des deux 
numéros 7-13, l'autre des trois numéros 6-7-13. En tout point de 
la région 7-13, l'effort tranchant est maximum quand le train 
comprend les charges n os 7 à 13 inclusivement, et que la charge 
n° 7 est à l'aplomb de la section. Pour la région 6-7-13, le convoi 
engagé sur la poutre comporte les charges n os 6 à 13, et l'effort 
tranchant est maximum sous la roue n° 7. 

Sur l'abaque sont tracées de nombreuses lignes de niveau cotées 
en tonnes dans l'hypothèse où les poutres supportent directe- 
ment une file de roues du train ; ce sont des lignes droites dans 
chacune des régions de l'épure. A On de ne pas multiplier les écri- 
tures, on a coté seulement un certain nombre de lignes de niveau; 
mais celles-ci sont assez rapprochées pour qu'on puisse obtenir 
sans hésitation la valeur de l'effort tranchant le long d'une ligne 
quelconque. 

50. — Un exemple fera comprendre la simplicité du fonction- 
nement de l'abaque. 

On donne une poutre de 12 mètres de portée; quel est l'effort 

tranchant maximum dans une section située a 2 mètres de l'un 

des appuis, et dans quelles circonstances le maximum est-il 

atteint? — Il faut d'abord trouver sur l'abaque le point qui 

représente la section donnée; c'est celui qui a pour coordonnées 

12 . 

.r = 2 mètres et y — -r— = 6 mètres. Ce point tombe très près 
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de lu ligne de niveau dont la cote est 20; l'effort tranchant 
cherché est donc sensiblement égal à 20 tonnes. Le même point 
appartient à la région qui porte le numéro 5; donc l'effort tran- 
chant est maximum quand le convoi partiel engagé sur la poutre 
comprend les cinq premières charges du train-type, et que la 
charge n° 1 arrive à l'aplomb de la section. 

Pour apprécier la valeur de l'effort tranchant en un point com- 
pris entre deux lignes de niveau, on utilisera la propriété démon- 
trée au n° 23 (3°) : les lignes de niveau d'une même région décou- 
pent, sur les verticales de l'abaque, des segments proportionnels 
à leurs intervalles. Le plus souvent une interpolation de visu sera 
suffisante. 

51. — Si l'on veut obtenir le diagramme complet des efforts 
tranchants maximums dans une demi-travée, on peut déterminer 
les valeurs des efforts en un grand nombre de sections ; mais on 
arrive plus simplement et plus exactement au but par la remarque 
suivante, qui n'est qu'une conséquence de la propriété invoquée 
plus haut: D'une section à une autrj (fune même poutre et appar- 
tenant à la même région, V effort tranchant maximum varie sui- 
vant les ordonnées d^une ligne droite. Il suffit donc de déterminer 
les efforts tranchants en deux points de chaque région traversée 
par la verticale correspondant à la portée de la poutre ; on choi- 
sira naturellement les points pour lesquels les lectures seront le 
plus faciles. 

52. — L'approximation avec laquelle l'abaque fournit l'évalua- 
tion des efforts tranchants parait bien suffisante dans la pratique; 
toutefois, nous donnons le moven d'obtenir immédiatement les 
expressions de ces efforts, pour les cas où l'on voudrait recourir 
au calcul. 

En désignant par l la portée de la poutre, et par x l'abscisse 

de la section l.r <~5~*)> on a les relations suivantes entre ces 

deux quantités et l'effort tranchant T exprimé en tonnes : 

1° Dans toute l'étendue de la région de l'abaque, relative a la 
roue de 10 tonnes; 

(81) T/=10(/ — x). 
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2° Dans les régions qui portent les n os 7-13 et 6-7-13, 

(82) T/ = 44 [l—x) — 220,6 (région 7-13) 

(83) (T + 6)/ = 50(Z— x) — 193 (région 6-7-13). 

3° Dans une région autre que Tune des trois précédentes et 
qui porte le n° n, on a 

(84) TY= £ A. (* — •*) — B.. 

i 
Les coefficients ,À n et B n sont des constantes générales du train- 
type, dont les valeurs sont indiquées au tableau I, vis-à-vis des 
valeurs de n. 

Par exemple, l'équation pour la région affectée du n° 8 sera 

T7 = 54(/ — .r) — 386,4. 



§ 2. ABAQUES DES MOMENTS DE FLEXION 

(voies de largeur normale) 

53. — Cet abaque (PI. II) donne les moments de flexion maxi- 
mums dans toutes les sections comprises entre un appui et le 
milieu des poutres, jusqu'à 80 mètres de portée. 

Afin d'éclaircir un peu l'épure, on a représenté à part les 
moments relatifs aux poutres dont la portée est égale ou infé- 
rieure à 20 mètres. 

54. — Les indications de l'abaque permettant de trouver le 
point représentatif de la section d'une poutre sont : 

1° Les distances x des sections à V appui le plus rapproché. — 
Ces distances sont graduées parallèlement a une oblique dans le 
grand diagramme, et parallèlement à une verticale dans le petit; 

2° Les lignes d'égale portée. — Ces lignes sont des hyperboles, 
et elles sont tracées de mètre en mètre jusqu'à 20 mètres de 
portée, et de 2 mètres en 2 mètres au delà. 

Toutes les lignes d'égale portée sont issues d'un point fixe, qui 
est le pôle des appuis. 
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Les horizontales, qui limitent les diagrammes, sont les lignes 
des milieux des travées, parce qu'elles renferment tous les points 
qui représentent les sections dont l'abscisse est égale a la moitié 
de la portée. 

Une section étant déterminée par sa distance x i à l'appui le 
plus voisin de la poutre de portée l x à laquelle elle appartient, le 
point correspondant de l'abaque est le point de l'hyperbole de 
portée l t dont l'abscisse est égale a x r Si la portée particulière 
que l'on étudie n'est pas représentée sur l'abaque, on peut faire 
l'interpolation par l'application de la règle suivante (32 et 34) : 
les lignes d'égale portée partagent les horizontales de V abaque en 
parties proportionnelles, 

55. — L'abaque est divisé en surfaces polygonales ou régions 
jouissant des propriétés suivantes : 

1° En tout point d'une même région, le moment de flexion 
devient maximum pour une même composition du convoi partiel 
engagé sur la poutre, et sous la même roue de ce convoi ; 

2° D'une section à une autre d'une même poutre, et apparte- 
nant a une même région, le moment de flexion varie suivant les 
ordonnées d'une parabole. 

Chaque région (hormis la première qui est relative à la roue 
isolée de 10 tonnes) est désignée par trois nujnéros * — k — n ; 
cela signifie qu'il faut, pour obtenir le moment maximum, placer 

la roue n° k à l'aplomb de la section, distribuer les roues n 09 / 

k — 1 du côté de l'appui le plus rapproché, et les roues 
n 09 k + 1 n du côté de l'appui le plus éloigné. 

Il n'est pas sans intérêt de remarquer que trois régions adja- 
centes ont toujours un point commun. Donc, dans certaines sec- 
tions de poutres de portées particulières, le moment de flexion 
acquiert son maximum indifféremment avec trois compositions 
ou positions distinctes du train. Enfin, pour des points en plus 
petit nombre, on trouve que quatre combinaisons différentes de 
charges produisent le même moment de flexion. 

56. — Les lignes de niveau sont cotées en tonnes-mètres pour 
une file de roues. Elles sont assez rapprochées pour permettre 
d'apprécier immédiatement en un point quelconque la valeur du 
moment de flexion. On pourrait d'ailleurs faire l'interpolation en 
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observant (40-3°) que les horizontales de F abaque sont partagées, 
par les lignes de niveau, en parties proportionnelles aux inter- 
valles de ces lignes. 

Exemple. Le point défini par x = 27 mètres et / = 60 mètres 
tombe entre les lignes de niveau 990 et 995; on peut estimer 
que le moment de flexion y a une valeur très voisine de 
993 tonnes-mètres. Ce point appartient à la région 1 — 8 — 19; 
donc le moment est maximum quand le train engagé sur la 
poutre comprend les charges n os 1 à 19 inclus, la roue n° 8 étant 
h l'aplomb de la section, la roue n° 1 du coté de l'appui le plus 
voisin, et la roue n° 19 du côté de l'appui le plus éloigné. 

57. — On trouve encore sur l'abaque des lignes courbes poin- 
tillées indiquant le lieu des points où le moment est maximum 
maximorum. Il suffit en général, pour les petites portées, de 
connaître ce moment; on l'obtiendra donc immédiatement, et 
Ton saura dans quelles sections et dans quelles circonstances il 
se produit. 

Ainsi, le point d'intersection de l'hyperbole de portée 16 mètres 
avec une pareille ligne a pour abscisse 7 m. 70, quantité lue sur 
l'abaque; on y lit de plus que le moment est alors égal à 
105 tonnes-mètres. Enfin, les numéros 6 — 8 — 11 de la région 
qui renferme le .point fixent la composition et la position du 
convoi partiel. 

58. — L'abaque ne fournit pas les valeurs des moments de 
flexion avec la même approximation. Pour une travée déterminée, 
on obtiendra les moments avec une approximation variable : ils 
seront connus plus exactement dans les sections avoisinant le 
milieu de la travée. Du milieu vers l'appui, l'approximation 
diminue progressivement, et aux environs de l'appui il peut être 
assez difficile de bien faire les lectures. Mais il n'y a à cela aucun 
inconvénient dans la pratique, car on n'a pas besoin de connaître 
avec précision les faibles valeurs des moments près des appuis. 
La loi que suit l'approximation, dont l'abaque est susceptible, 
est donc bien conforme aux desiderata de la pratique. 

59. — Les numéros de la région dans laquelle tombe le point 
représentatif d'une section donnée, permettent d'obtenir rapide- 
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ment l'expression du moment M en fonction de l'abscisse x et 
de la portée l. Les coefficients de l'équation sont invariables 
pour une même région. 

i° Pour la roue isolée de 10 tonnes, on a, en supposant le 
moment exprimé en tonnes-mètres, 

(85) M = 10 x[l ~ x ) . 

2° Dans une région quelconque, caractérisée par les n°* i — k 
— n, le moment de flexion a pour expression 

(80) M^ l .\„ - r(7 ~- r) B„ ± - ,C ±ZJL . 

Les coeflicients de cette équation sont les constantes du convoi 
partiel Pj... P k ... P n , et leurs valeurs sont inscrites au tableau IL 
Par exemple, dans la région G — 8 — il, on a 

M = 40 *( l — x ) G7,2 — 43,2 l ~* „ 

3° Le moment maximum maximorum, lorsque le système des 
charges est défini par les n 0i 1 — k — n 9 s'exprime par 



K 



(b. — ,c)' 



et il a lieu dans une section dont l'abscisse a pour valeur 

K R 

(88) .," ' __Ëi=^L. 

Exemple. Dans la région 1 — 2 — 4 on a 

,A t = 28 B t = 25,2 ,C = 8,4 

d'où 

9 ^9 

M" = 71— 16,8 + - - ' 



l 



x" = -L — m ,300. 
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§ 3. — SURCHARGES POUR VOIES DE I METRE DE LARGEUR 

60. — Les surcharges réglementaires pour voies ferrées de 
1 mètre de largeur comprennent : 

1° Un essieu isolé de 14 tonnes; 

2° Un train-type dont on trouvera les éléments dans le 

tableau III. 

L'abaque des efforts tranchants (PL III) et celui des moments 
de flexion (PL IV) sont établis pour les poutres dont la portée 
peut atteindre 80 mètres, et dans l'hypothèse que ces poutres 
portent directement une file de roues du train. 

La disposition de ces abaques est identique à celle des abaques 
relatifs aux surcharges de la voie normale; et, quant a leur usage 
pour la détermination des efforts, il y a lieu de suivre exacte- 
ment la même méthode. 

61. — Voici les expressions des efforts tranchants développés 
par les surcharges relatives aux voies de 1 mètre de largeur. Ces 
efforts sont exprimés en tonnes, et pour une file de roues. 

1° Dans toute l'étendue de la région concernant la roue isolée 
de 7 tonnes, on a 

(89) Tl = l(l — x). 

2° Dans les régions qui portent les numéros 7 — 13 et 6 — 7 
— 13, les expressions sont 

(90) 17 = 32 (/ — x) — 164,4 (région 7-13) 

(91) (T + 4} / = 36 (/ — r) — 148 (région 6-7-13) . 

3° Pour une. région affectée du numéro n> il faut appliquer la 
formule (84), et Ton trouvera dans le tableau III les valeurs des 
constantes générales qui constituent les coefficients de cette 
équation. 

62. — Lorsque le moment de flexion est maximum sous la 
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roue isolée de 7 tonnes, il est exprimé en tonnes-mètres par 

(92) M = 7 *' k1 ~ X>> • 

Dans tous les autres cas, il convient d'appliquer les formules 
(86), (87) et (88); les valeurs de leurs coefficients font l'objet du 
tableau IV. Ces coefficients sont calculés dans l'hypothèse du 
passage d'une file de roues sur la poutre. 
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63. — Les surcharges roulantes réglementaires pour les ponts- 
routes sont de plusieurs sortes : 

1° Des files de tombereaux de 6 tonnes à un essieu, traînés 
par 2 chevaux, dont les poids et dimensions sont indiqués sur le 
croquis ci-après ^fig. 2(5) : 
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2° Un tombereau de 11 tonnes à un essieu, traîné par 5 che- 
vaux et intercalé dans une file de tombereaux de G tonnes, ce qui 
conduit à un convoi dont la disposition est la suivante (fig. 27) : 
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Fig. 37. 



l\° Des files de chariots de i(> tonnes à deux essieux, traînés 
par 8 chevaux et disposés comme l'indique le croquis ci-après 
(fig. 28) : 

Pour tous ces véhicules, la largeur de la voie" est 1 m. 70, et 
chaque file occupe une largeur de chaussée de 2 m: 25. 

La limite du travail du métal, par millimètre carré, peut être 
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de 1 kilogramme plus élevée avec les deux derniers types de 
surcharges que dans le cas des tombereaux de 6 tonnes. 
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64. — Les abaques des efforts tranchants et des moments flé- 
chissants sont disposés comme ceux relatifs aux surcharges pour 
voles ferrées. 

Les planches V et VI donnent les abaques pour les tombereaux 
de 6 tonnes. 

Les deux autres sortes de surcharge, tombereau de 11 tonnes 
et chariots de 16 tonnes, ont été étudiées ensemble, parce 
qu'elles admettent une même limite du travail. La planche VII 
fournit les efforts tranchants, la planche VIII les moments de 
flexion développés par ces deux sortes de surcharges. Les 
abaques fixent les régions d'influence pour chacune d'elles. 

L'usage de ces différents abaques est identique à celui des 
abaques relatifs aux surcharges pour voies ferrées. Il n'y a de 
différences que dans le numérotage des régions, et dans la forme 
des tableaux qui permettent d'obtenir les expressions des efforts 
tranchants ou fléchissants. 



§ •• 



TOMBEREAUX DE 6 TONNES 



65. — Le tableau V donne d'abord les éléments d'un convoi de 
tombereaux de 6 tonnes. 11 présente ceci de particulier que la 
charge en tète du tableau est la moitié du poids d'un essieu de 
tombereau, et qu'on lui a donné le numéro zéro. Le convoi 
auquel se rapporte le tableau présente donc la disposition indi- 
quée par la figure 29 ; la charge de tète P vaut 3 tonnes, et le 
numéro n d'une charge quelconque marque aussi le nombre des 
charges situées à droite de la charge P . 

Les constantes de ce convoi sont : 
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1° Les sommes des intensités des charges constituant les con- 
vois partiels tels que P , P 4 ,... P n ; ces sommes ne dépendent que 
de l'indice /i, et elles sont désignées dans le tableau par A n ; 

2° Les sommes des moments des charges P,,... P n par rapport 
a la charge de tète P ; elles sont définies par l'indice n de la der- 
nière charge, et elles sont appelées B n . 

n, charges 



Fig. 29. 

66. — En étudiant le convoi formé de tombereaux de 6 tonnes 
et de leurs attelages, nous avons trouvé que la charge principale 
était toujours un essieu de tombereau, c'est-à-dire qu'il fallait 
toujours placer un essieu de tombereau à l'aplomb d'une section 
de la poutre, pour obtenir dans cette section l'effort tranchant 
maximum ou le moment de flexion maximum. Cette charge prin- 
cipale peut être considérée comme formée par la juxtaposition de 
deux charges P du convoi auquel se rapporte le tableau Y. 

Le convoi partiel engagé sur la poutre comprend en outre 

i chary** tv charges 
S ' NP. Ç S ^ S 

Pi O p - CD P - O p - 

■a a ' 

Fig. 3o. 

(fig. 30) : * charges à gauche, et n charges à droite de la section, 
cette section étant supposée appartenir à la moitié de gauche de 
la poutre. 

Dans ces conditions, la somme des intensités des charges du 
convoi partiel sera 

Ai + A D ; 

les sommes des moments des charges par rapport à la charge 
principale seront B n pour les n charges situées à droite de cette 
charge, et Bi pour les i charges situées a gauche de la même 
charge ; 
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les valeurs des quantités A n A n7 B n et Bj étant prises dans le 
tableau V. 

67. Efforts tranchants. — Pour une section de la première 
moitié d'une poutre, l'effort tranchant est maximum lorsqu'il 
n'y a aucune charge à gauche de la charge principale 2P 
(6g. 31). 

j '(■) » » C ) » » C )"i 

k — l - *y — H 

Fig. 3i. 

La formule générale (38) de l'effort tranchant devient ici, avec 
les nouvelles notations, 

2Ty = (P.+A.)(2y — *) — B. 
ou, puisque P = 3 l et 2y = l, 

■;93) T/ = (3 + A.)(/ — *) — B.. 

Le numéro donné à une région quelconque de l'abaque repré- 
sente le nombre total des charges du convoi, y compris la charge 
principale; il est donc égal à n + 1. Ce numéro permettra d'ob- 
tenir immédiatement les valeurs des coefficients A D et B n de 
l'équation (93), et de définir la composition du convoi. 

Exemple. On donne l = 26 mètres, et x == 4 mètres ; on en 

déduit y = — = 13 mètres. Le point correspondant de l'abaque 

Jà 

tombe dans la région qui porte le n° 9, et le tableau V donne, 
en prenant n = 9 — 1=8, 

A 8 = 19 l ,2 et B 8 =194 tm ,4. 

Par suite, l'expression de l'effort tranchant en ce point sera, 
d'après l'équation (93), 

T x 26 = (3 + 19,2) x (26 — 4) — 194,4 
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d'où 

T=U l ,308. 

t 
On aurait lu sur l'abaque : T = 11,3. 

68. Moments de flexion. — La composition du convoi partiel 
est celle représentée sur la figure 30, page 76. Une région quel- 
conque de l'abaque porte deux numéros i — n signifiant que le 
convoi comprend i charges entre la section et l'appui le plus 
rapproché, et n charges entre la section et l'appui qui en est le 
plus éloigné. 

L'expression (12) du moment de flexion se transforme en la 
suivante : 

(94) M = (A, + A„) JL1L=1L _ j£_ b. _ _£=£. B| . 

Les coefficients A i( A„, B„et B, sont donnés par le tableau V. 
Ainsi, pour la région 5-6, on a 

A, = 11,8 B,= 166,4 

A„ = 17,8 B, = 179,525 

d'où 

M = 29,6 r(/ ~ r ) _ 179,525 ~ — 166,4 i-=^- . 

Dans la même région, le moment de flexion maximum maxi- 
mum m aurait pour expression, en appliquant la formule (76), 

M „ 9or / 179,525 + 160,4 , (179,525 — 166,4)* 
M -^^J,o x ^ | 4>< 29,6x/ 

1 4549 
= 7,4/— 172,9625 +-' 



/ 



et il aurait lieu dans une section dont l'abscisse serait 



_l_ 179,525 - 166,4 l 
X — 2 2X29,6 _ 1 U ' ZÂU - 
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§ 1. TOMBEllEAU DE I I TONNES 

69. — L'abaque tics efforts tranchants, planche VII, ne com- 
prend que deux régions relatives au tombereau de 11 tonnes. 

La première porte l'indication « essieu de 11 tonnes » ; il n'y a 
que cet essieu dans la travée, et il doit être placé à l'aplomb de 
la section. L'expression correspondante de l'effort tranchant est 

(95) TV = 11 (/ — .r). 

Sur la seconde région est inscrite la mention « essieu de 
11 tonnes et 1 cheval », qui marque la composition du convoi 
engagé sur la poutre; l'essieu doit toujours être placé à l'aplomb 
de la section, et le cheval du côté de l'appui le plus éloigné. 
L'expression de l'effort tranchant est alors 

;<JG) T/=ll,7(/ — .r) —1,925. 

70. — Sur l'abaque des moments de flexion, planche VIII, il 
n'y a que trois régions concernant le tombereau de 11 tonnes; 
elles portent chacune deux numéros qui sont respectivement 

— 0—1 1 — 1 

L'essieu de 11 tonnes est toujours charge principale; le numéro 
de gauche indique combien de charges il faut placer entre la sec- 
tion et l'appui le plus voisin, le numéro de droite combien il y en 
a entre la section et l'appui le plus éloigné, non compris la charge 
principale. 

Les expressions du moment de flexion sont : 

1° Dans la région — 

(97) M=ll - r C* — *) 
2° Dans la région — 1 

(98) M = 11,7 - r ( f ~- r ) _ i ? 925 -Ç- 
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3° Dans la région 1 — 1 
(99) M= 12,4 x[l — x ) 1,925. 



§ 3. — CHARIOTS DE 16 TONNES 

71. — Les tableaux VI et VII donnent les éléments de deux 
convois spéciaux obtenus avec des chariots de 16 tonnes. 

Le convoi auquel se rapporte le tableau VI comprend en queue 
les deux essieux d'un chariot, comme l'indique la figure 32, et 
les charges sont numérotées de la queue à la tète. Le premier 

I ^ 

-. H 

\ J \ S Û û Û Û LJ LJ Û û Û— 

Fig. 3a. 

essieu du chariot a le n° 0, le second le n° 1, et ainsi de suite; de 
sorte que l'indice n d'une charge quelconque marque combien il 
y a de charges en plus du premier essieu. 

Les constantes de ce convoi sont : 

1° La somme A n des intensités de toutes les charges pour 
chaque valeur de /i, 

A. = P,+ P 1 +...+ P. 

2° La somme B n des moments des charges P l? P, P n par 

rapport au point d'application de la charge P . 

cf c on p * p * p ' o 

\ J — o n, -n û v. J V- J r, n û q. '- ; 



•«- * 



Fig. 33. 

Le tableau VII est relatif à un convoi dont la tète est constituée 
par un attelage de chariot; les charges de ce convoi sont repé- 
rées par leurs distances, non pas à la charge de tète, mais à une 
charge fictive P d'une intensité nulle, et qui occuperait par rap- 
port au premier couple des chevaux de l'attelage la position du 



POXTS SUPPORTAIT DES VOIES DE TERRE 81 

dernier essieu d'un chariot qui le précéderait (fig. 33). Les 
charges sont numérotées de la tète a la queue ; le numéro i d'une 
charge quelconque indique le nombre total des charges effectives 
du convoi. 

Les constantes de ce convoi sont, pour chaque valeur de i : 

1° La somme A 4 des intensités des charges, 

A i =P +P 1 +...+ P i 

2° La somme B { des moments des charges P t , P, Pj par 

rapport au point d'application de la charge P . 

72. Efforts tranchants. — L'effort tranchant est toujours 
maximum quand le premier essieu d'un chariot est disposé à 
l'aplomb de la section (fig. 34). Le convoi est alors composé 
comme celui auquel se rapporte le tableau VI. 

* i -3 

Y & *|* *y-xs J 

j* l-ajf--- - *j 

Fig. 34. 

Si n est l'indice de la charge extrême du convoi partiel, la for- 
mule générale (38) de l'effort tranchant s'écrira ici 

2Ty = A„(2y — x)-B„ 
ou 
(100) Tl = A n (l— x)— B n 

les coefficients A n et B n étant à lire dans le tableau VI. 

Les numéros dont sont affectées les régions de l'abaque, 
planche VII, indiquent le nombre total des charges constituant le 
convoi partiel; ils représentent donc n + 1. Par exemple, dans 

Duplaix. — Abaques. 6 
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la région n° 10, il faut prendre n = 9, d'où a l'aide du tableau VI 

A 9 = 40,4 et B 9 = 421,6 

et 

T/=40,4(/—.r) — 421,6 

pour expression de l'effort tranchant dans cette région. 

73. Moments de flexion. — Le moment de flexion est 
maximum tantôt sous le premier essieu d'un chariot, tantôt sous 
le second essieu. 

Premier cas. — Lorsque le piernier essieu d'un chariot est 
charge principale, le convoi partiel engagé sur la poutre présente 
la disposition indiquée par la figure 35; il comprend i charges 
entre la section et l'appui le plus rapproché, et n charges entre 
la section et l'appui le plus éloigné. Ce convoi peut être consi- 

i charges n. charge* 



I *i p, 



t 




-Û Q Q Û TtfBF V y r> n 



£L 




* ! tK 



m- œ<. »j« l-cc j 

r - - v - H 

Fi g. 3.~>. 

déré comme obtenu par la juxtaposition de deux tronçons des 
convois définis par les tableaux VI et VII, et soudés entre eux 
par leurs charges P . 

Si l'on évalue A n et B n a l'aide du tableau VI, et Ai et B { à l'aide 
du tableau VII, la somme des intensités de toutes les charges du 
convoi partiel considéré sera Aj + A n ; B n sera la valeur absolue 
de la somme des moments des n charges de droite par rapport à 
la charge principale; Bj la somme des moments des i charges de 

gauche. 

Par suite, l'expression (12) du moment de flexion devient 

k v x [l — x) ^ ^ ~ / — x 
(101) M = (A,+ A.) • -B^-B,— j-. 



PONTS SUPPORTANT DES VOIES DE TERRE 83 

Les régions de l'abaque, planche VIII, qui répondent au cas 
où le premier essieu d'un chariot est charge principale, sont 
affectées des trois numéros i — i — n 9 le numéro intermédiaire 
étant toujours 1. Le numéro i est le premier de la région, le 
numéro n en est le troisième; ils ont les significations que nous 
venons de leur attribuer (fig. 35), et ils permettent de trouver 
dans les tableaux VI et VII les valeurs des coellicients de l'équa- 
tion (101). 

Ainsi, pour tout point de la région 6 — 1 — 9, on doit 
prendre 

Dans le tableau VI : A 9 = 40,4 et B 9 = 421,0 
Dans le tableau VII : A 6 = 21,G et B 6 = 268,4 

et l'on a pour expression du moment de flexion 

M = 02 • r ( / ~- r ) _ 421, G 4- — 208,4 l ~ X 



Deuxième cas. — Le second essieu d'un chariot étant charge 
principale, le convoi engagé sur la poutre est disposé comme 
l'indique la figure 30. On voit que ce convoi partiel peut encore 
être obtenu en soudant bout à bout deux tronçons des convois 
spéciaux dont les tableaux VI et VII donnent la composition. 

H, charges ■& charges 

> * ÎT- P. * 



, p - oïl p x on Pe 

Mi — o q q W ^Sf n — û o » V J V J » 



Fig. 3G. 



7 



Mais ici il y a n charges entre la section et l'appui le plus rap- 
proché, et i charges entre la section et l'appui le plus éloigné, 
non compris la charge principale. 

Par suite, l'expression du moment de flexion sera 

(102) M = (A, + A.) X{l J l) -B,^-- B.i=^. 
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Les régions de l'abaque, qui correspondent au cas où le second 
essieu d'un chariot est charge principale, sont affectées des trois 
numéros n — 2 — i, le numéro intermédiaire étant toujours 2; le 
numéro n est le premier de la région, et le numéro i en est le 
troisième. Avec ces notations des régions, les valeurs des coeffi- 
cients A n et B n de l'équation (102) sont encore à prendre dans le 
tableau VI, et celles des coefficients A { et B t dans le tableau VII. 

Par exemple, pour la région 5 — 2 — 8, on doit prendre 

Dans le tableau VI : A, = 21,6 et B 5 = 77,2 
Dans le tableau VII : A 8 = 24,4 et B 8 = 324,4 

d'où, pour expression du moment de flexion, 

M=46 x{ ^ — ^ _ 324,4-^ 77,2-^=^-. 
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TABLEAU II. — TRAIN-TYPE PO 



Constantes 



T. 

t A, = 14 



i A 3 = 2I 



t A 4 = 28 

A = 34 

4 A fl = 40 

i A : = »7 



1 A 8 — 



jAj 



i A it 
i A u 

i A 18 
i A H 
i A 15 
lA|8 

1 A 17 



1 A I8 



4 A 19 



*4 

= 61 

= 68 

= 74 
= 80 

= 84 

= 88 

= 9* 

= 96 
= 100 
= 104 
108 



iAn 



T. 
i A w= Iia 



i A ai= II6 
jAjj^ 120 

i A î3= ia 4 



t A 14 = 128 



,A W = i3a 



l A 26 



1 A 27 



A 
1 A I8 



,A W — 
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